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Własności struktury złożonej z kropki i pierścienia kwantowego
Barbara Kędzierska
Współczesna technologia pozwala na otrzymywanie nanoukładów o niemal
dowolnej symetrii oraz zastosowanie ich w różnych gałęziach nauki i gospodarki.
Tematem rozprawy są własności struktury złożonej z kropki kwantowej otoczonej
pierścieniem (DRN - Dot Ring Nanostructure).
W pierwszym rozdziale omówione zostaną technologie otrzymywania nano-
układów i ich zastosowanie w przemyśle. Rozdział ten zawiera także przegląd lite-
ratury dotyczącej DRN oraz dorobku naukowego autorki.
Drugi rozdział stanowi wprowadzenie do inżynierii funkcji falowej w DRN. Po-
równane zostaną metody obliczeniowe, pozwalające na uzyskanie funkcji falowych
struktury będącej tematem rozprawy.
Trzeci rozdział poświęcony jest relaksacji spinowej i orbitalnej. Przedstawiony
zostanie mechanizm odpowiedzialny za relaksację oraz wpływ parametrów układu
na jej szybkość.
Tematem czwartego i piątego rozdziału jest transport ładunku przez układ.
Omówiona zostanie zależność wysokości amplitudy prądu od parametrów układu.
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Rozdział 1
Kropki i pierścienie kwantowe
1.1 Streszczenie dorobku
Rozprawa dotyczyć będzie właściwości fizycznych struktury złożonej z kropki
kwantowej otoczonej pierścieniem. Jej akronim (DRN) pochodzi z języka angiel-
skiego (Dot - Ring - Nanostructure) i pod tą nazwą była prezentowana w publi-
kacjach, wystąpieniach i niniejszej rozprawie. Pomysłodawczynią struktury była
profesor Elżbieta Zipper, a w skład grupy obliczeniowej wchodzili profesor Maciej
Maśka oraz doktor Marcin Kurpas. Pierwsza publikacja dotycząca DRN pochodzi
z 2011 roku i dotyczy relaksacji spinowej w złożonych układach pierścieni oraz
kropki otoczonej pierścieniem. Rok później w czasopiśmie New Journal of Physics
przedstawiono ideę inżynierii funkcji falowej w oparciu o układ DRN oraz poten-
cjalne korzyści wynikające z skomplikowanej budowy tego układu: kontrolę absorp-
cji fotonów (dodatek B) i czasu relaksacji spinowej (rozdział 3). W 2012 roku
dołączyłam do grupy, która wkrótce została poszerzona o kolejne osoby: doktor An-
nę Gorczycę-Goraj oraz Iwonę Janus-Zygmunt. W trakcie studiów doktoranckich
przeprowadziłam obliczenia w oparciu o które powstało 5 opublikowanych prac
w czasopismach naukowych, 5 posterów zaprezentowanych na międzynarodowych
konferencjach oraz jedno ustne wystąpienie na konferencji CCDS (Correlations
and Coherence at Different Scales) w 2016 roku.
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Swoją pracę rozpoczęłam od stworzenia algorytmu rozwiązującego równanie
Schro¨dingera dla wskazanej struktury wykorzystując metody Numerova oraz Lan-
czosa. Otrzymane wyniki pozwoliły lepiej zrozumieć naturę struktury i zachowanie
funkcji falowych w zależności od różnych parametrów i w oparciu o nie wyliczyć
wpływ kształtu bariery oraz potencjału dna kropki kwantowej na szybkość relaksa-
cji spinowej otrzymanej metodą epitaksji kroplowej (w odróżnieniu od wyliczonych
uprzednio danych dla DRN otrzymanego dzięki zastosowaniu układu elektrod), co
zostało opublikowane w 2014 roku. Kolejnym etapem było zbadanie przepływu
ładunku przez strukturę. Bazując na przybliżeniu Bardeena oszacowano ogólny
wpływ rozmieszczenia funkcji falowych na częstość tunelowania i transport. Razem
z proponowanym zastosowaniem wyniki zaprezentowano na posterze oraz w publi-
kacji. Praca uwzględniająca bardziej szczegółowe rachunki (ilościowe wyniki i do-
kładny wpływ parametrów kształtujących potencjał definiujący na transport) wraz
z nowym potencjalnym zastosowaniem, a także wyliczenie relaksacji orbitalnej po-
jawiła się w 2015 roku. Wyniki zostały zaprezentowane także na konferencjach
w formie posterów i wystąpienia. Ostatni rok spędziłam badając własności DRN
otrzymanego przy pomocy epitaksji kroplowej/litografii koloidalnej, a także DRN
opartego o CMS w polu magnetycznym, które zostały opublikowane w 2018 roku.
Praca była możliwa dzięki stypendiom udzielonym w ramach projektów ŚWI-
DER i PIN oraz wsparciu grantu DEC-2013/11/B/ST3/00824. W ich ramach wzię-
łam udział w szkoleniu z nanoukładów pod opieką profesora Tadeusza Domańskie-
go na uniwersytecie im. Mari Skłodowskiej-Curie w Lublinie oraz odbyłam staż na
Uniwersytecie w Le-Mans badając nierównowagowy transport ładunku, gdzie mo-
im opiekunem był profesor Antoine Khater. W ramach zgłębiania wiedzy o nano-
układach uczestniczyłam w szkole letniej organizowanej przez ICTP (International
Centre of Theoretical Physics w Trieście), której tematem były silnie skorelowane
układy elektronowe.
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1.1.1 DRN w literaturze
Obliczenia i analizy przeprowadzone przez grupę, do której należałam nie były
jedynymi jakie, zostały opublikowane w literaturze, podobną tematykę poruszyli
między innymi M. Ivanov i P. Schmelter [1]. Kilka grup badawczych niezależnie
od siebie otrzymywało struktury w postaci kropki otoczonej pierścieniem [2–5]
stosując metody wymienione na początku rozdziału. M.G. Barseghyan dokładnie
zbadał wpływ pola elektrostatycznego oraz obecności donorów na kształt funkcji
falowych oraz energii własnych [6]. Grupa z Uniwersytetu Patras w Grecji opu-
blikowała wyniki dotyczące liniowych i nieliniowych podatności optycznych (opti-
cal susceptibilities) [7]. Kolejną pracą dotyczącą manipulacji rozkładem ładunku
i spinu jest publikacja dotycząca DRN opartego o ZnO [8]. Obliczenia dotyczące
transportu ładunku przez DRN zbudowany na bazie grafenu opublikowali M.Seel
i R.Pandey [9].
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1.2 Kropki i pierścienie kwantowe - wstęp
Krzem stanowi podstawę dzisiejszej elektroniki i w oparciu o niego funkcjonują
tranzystory zawarte miedzy innymi w procesorach. Ich liczba na powierzchnię ro-
śnie w tempie wykładniczym (co roku liczba tranzystorów na jednostkę powierzch-
ni się podwaja [10]), niestety nie zawsze maksymalna ich liczba jest opłacalna
ekonomicznie, co więcej krzywa opisująca prawo Moore ulegnie wysyceniu z uwagi
na granice wynikające z rozmiarów atomów [11]. Wspomniany trend miniatury-
zacyjny wymusza zmianę podejścia w wytwarzaniu układów scalonych, a także
ogólnego podejścia do tematu. Jednym ze sposobów na ominięcie problemów ja-
kie napotykamy przy miniaturyzacji, czyli dysypacji ciepła oraz granicy zwiazanej
z rozmiarami atomu jest wykorzystanie zarówno spinu jak i ładunku elektronu -
tzw spintronika [12–14] drugim stworzenie komputerów kwantowych pracujących
na qubitach - bitach kwantowych, które muszą spełnić szereg wymagań znanych
jako kryteria DiVincenzo [15]. Obie drogi prowadzą przez nanoukłady czyli struk-
tury o średnicy nieprzekraczającej kilkuset nanometrów. Wśród nich wyróżniamy
kropki i pierścienie kwantowe. Mogą one zawierać zarówno elektrony jak i dziury,
a także zostać sprzężone z elektrodami, co umożliwi przepływ ładunku przez nie,
i bramkami, co pozwoli na zmianę potencjału elektrostatycznego układu. Z uwa-
gi na niewielki rozmiar układu energia elektronu jest skwantowana. Odpychanie
kulombowskie prowadzi do dodatkowego kosztu energetycznego niezbędnego do
dodania elektronu do układu, co uniemożliwia tunelowanie dodatkowych elektro-
nów (blokada kulombowska) i pozwala na kontrolę liczby nośników znajdujących
się w układzie [16, 17]. W efekcie układ posiada dyskretne widmo. Z uwagi na
powyższe cechy kropki kwantowe nazywane są sztucznymi atomami [18] i mogą
być stosowane do badania zachowania spinu i elektronów [19].
Kropki kwantowe zostały wynalezione na początku lat 80-tych XX wieku. To
osiągnięcie przypisuje się rosyjskiemu fizykowi o nazwisku Alexei Ekimow [20, 21].
Kilka lat później Luis Brus przedstawił zależność pomiędzy przerwą energetyczną
a rozmiarem struktury dla nanoukładów półprzewodnikowych [22–24]. Wyliczył
funkcje falowe stosując przybliżenie cząstki umieszczonej w sferze. Pierwsze udane
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Rysunek 1.1: Schemat poprzecznej (lewa strona) i podłużnej (prawa strona)
kropki kwantowej podłączonej do układu elektrod [17]
syntezy kropek kwantowych miały miejsce kilka lat później. Grupa Christophera
Murraya otrzymała koloidalne struktury CdX (gdzie X= S, Se, Te) o kontrolowanej
absorpcji i emisji fotonów [25].
W zależności od geometrii wyróżniamy poprzeczne i podłużne kropki kwan-
towe, których schematy znajdują się na rysunku 1.1. Układ ten jest zazwyczaj
połączony z elektrodami (źródłem i drenem) oraz sprzężony z jedną lub więcej
bramkami umożliwiającymi kontrolę potencjału dna kropki.
1.3 Model stałego oddziaływania
Aby w poprawny sposób opisać procesy zachodzące w kropce kwantowej, nale-
ży wziąć pod uwagę oddziaływania elektronów miedzy sobą i z otoczeniem, w tym
wpływ bramki oraz elektrod na nośniki. Jednym ze stosowanych przybliżeń jest
model stałego oddziaływania, który opiera się na dwóch postulatach [17]:
• wszystkie oddziaływania pomiędzy elektronami w kropce i z otoczeniem są
opisane przez jedna stałą: pojemność „C”. Pojemność ta jest sumą pojem-
ności pomiędzy kropką a źródłem/drenem/bramką.
• widmo pojedynczej cząstki jest niezależne od wymienionych powyżej oddzia-
ływań, a zatem od liczby elektronów
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Przyjmując wielkość napięcia na elektrodach (Source i Drain) i bramce (Gate)
odpowiednio VS, VD, VG całkowitą energię układu o N elektronach można zapisać
za pomocą wzoru:
U(N) =
[−|e|(N −N0) + CSVS + CDVD + CGVG]2
2C
+
N∑
n=1
EN(B), (1.1)
zaś potencjał chemiczny dla przejścia pomiędzy stanem podstawowym z N i N+1
elektronami:
µ(N) = U(N+1)−U(N) =
(
N −N0 − 12
)
EC−EC|E| (CSVS + CDVD + CGVG)+EN
(1.2)
Z wzoru (1.2) wynika, że potencjał elektrochemiczny zależy liniowo od napięcia na
bramce, a odległość pomiędzy kolejnymi poziomami energetycznymi jest stała.
W ogólności dla przejścia między stanem „a” o N − 1 elektronach do N
elektronowego stanu „b” wzór opisujący wartość potencjału chemicznego przyjmie
postać:
µab(N) = Ub(N)− Ua(N − 1). (1.3)
Za pomocą napięcia na bramce sprzężonej z kropką jesteśmy w stanie kontrolować
które ze stanów układu powinny być uwzględnione w drabince stanów i dalszych
obliczeniach (więcej w rozdziałach 2 i 4).
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1.3.1 Układ dwóch kropek kwantowych
Rozwój nanotechnologii umożliwił stworzenie układów składających się z wię-
cej niż jednej kropki kwantowej, w tym przypadku dwóch, których potencjał i po-
średnio liczba znajdujących się w nich elektronów są kontrolowane niezależnie
przez bramki VG1 i VG2. W zależności od sprzężenia pomiędzy kropkami napię-
cie przyłożone do jednej może mieć wpływ na liczbę elektronów w drugiej, jak to
zilustrowano na rysunku 1.2.
Rysunek 1.2: Diagram przedstawiający zależność liczby elektronów w poszcze-
gólnych kropkach w zależności od napięcia na bramkach. Po lewej stronie kropki
niesprzężone pojemnościowo, napięcie na bramce jednej kropki nie wpływa na
ilość elektronów w drugiej. Po prawej stronie kropki sprzężone pojemnościo-
wo, prostokąty przyjmują kształt równoległoboków, zmiana napięcia na jednej
kropce wpływa na ilość elektronów w obydwu. [17]
Dla kropek, w których sprzężenie pojemnościowe jest niezerowe, diagram sta-
bilności przyjmuje postać heksagonalną (plastra miodu) z dwoma punktami (trój-
kątami dla większej różnicy potencjałów źródło-dren) potrójnymi, gdzie stan jest
potrójnie zdegenerowany, ich odległość jest zależna od sprężenia pojemnościowego
pomiędzy kropkami Cm.
Układ dwóch kropek można połączyć z elektrodami w sposób szeregowy lub
równoległy. Potencjał elektrochemiczny konfiguracji, w której kropka o indeksie 1
jest połączona z źródłem, a o indeksie 2 z drenem, przyjmuje następującą postać:
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µ(N1, N2) = U(N1, N2)− U(N1 − 1, N2) = (N1 − 12)EC1 +N2CCm (1.4)
− EC1|e| (CSVS + C11VG,1 + C12VG,2) +
ECm
|e| (CDVD + C22VG,2 + C21VG,1).
Elektrony nie są w stanie dostać się bezpośrednio do drugiej kropki, muszą wpierw
znaleźć się w pierwszej, a potem dopiero mogą tunelować do drugiej.
1.4 Otrzymywanie nanoukładów
Wytworzenie nanoukładów o odpowiedniej symetrii stanowi wyzwanie. Istnie-
ją kryteria, jakim muszą sprostać struktury, by zostać dopuszczone jako próbki do
badań bądź zastosowane w gałęziach medycyny czy gospodarki. Ich rozmiar musi
być odpowiednio mały, by można go było opisywać prawami mechaniki kwantowej
(silna dyskretyzacja widma). Układ musi być stabilny zarówno pod względem che-
micznym jak i strukturalnym. Co więcej technologia musi zapewnić powtarzalność
otrzymywanych struktur oraz być optymalna pod względem kosztów.
Współczesne technologie są zróżnicowane umożliwiając otrzymywanie kropek
kwantowych o średnicach od kilku do kilkuset nanometrów. Kropki mogą być
wytwarzane zarówno w materiałach półprzewodnikowych, jak i grafenie [26] czy
metalach [5].
1.4.1 Epitaksjalny wzrost
Epitaksja z wiązek molekularnych (MBE - Molecular beam epitaxy)[27, 28]
jest jedną z podstawowych metod otrzymywania kropek kwantowych. Technika
ta polega na uporządkowanym wzroście kolejnych monowarstw przy zachowaniu
układu krystalicznego podłoża. Osadzanie cienkich warstw pierwiastków z grup
III-V w wybranych punktach odbywa się dzięki oddziaływaniu wiązki atomowej
z molekułami na powierzchni sieci krystalicznej w ultra wysokiej próżni. Proces
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został zbadany dzięki symulacjom Monte Carlo opartych na pracach eksperymen-
talnych. Kationy (III grupa) ulegają chemisorpcji na rozgrzanym podłożu, migracji
i włączeniu w odpowiednich węzłach. Dimery i tetramery anionowe z kolei wpierw
ulegają migracji na powierzchni w słabo związanych fizysorbantach, by ulec dyso-
cjacji i włączeniu do struktury przez związanie z kationami na powierzchni. Mi-
gracja adatomów jest procesem aktywowanym termicznie opisanym przez prawo
Arrheniusa. Energia aktywacji kationów jest wyższa od anionów.
W celu obserwacji procesu wzrostu, a zatem i oceny gładkości powierzchni
wykorzystuje się RHEED (Reflection high-energy electron diffraction - dyfrakcja
wysokoenergetycznych elektronów). Wygenerowana przez działo elektronowe wiąz-
ka elektronów o energii z zakresu 10-50 keV uderza w powierzchnię podłoża. Ze
względu na jego geometrię nie koliduje ono z wiązką molekularną, a odbite elektro-
ny tworzą obraz dyfrakcyjny. Oscylacje widoczne na widmie RHEED (rysunek 1.3)
spowodowane są pojawianiem się wysp, których brzegi stanowią centra rozproszeń,
co w efekcie powoduje spadek intensywności widma. W momencie całkowitego za-
pełnienia powierzchni, wartość natężenia powraca do wartości nieco niższej od
wartości początkowej. Okres oscylacji jest równy czasowi napylania jednej war-
stwy.
Rysunek 1.3: Widmo RHEED jako funkcja czasu [29]. Miniatury po prawej
stronie (a-e) obrazują kolejne etapy wzrostu struktury
Proces powstawania warstwy dwuwymiarowej po warstwie nazywany jest step
flow. Jest on możliwy przez wzgląd na to, iż włączanie pierwiastków III grupy
jest bardziej korzystne na brzegach istniejących już wysp niż na ich powierzchni.
Gdy długość migracji powierzchniowej λ wyżej wymienionych pierwiastków jest
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krótsza od odległości między wyspami D, część kationów osadzi się na istniejących
już wyspach, podczas gdy pozostałe utworzą nowe wyspy (możliwe jest tworzenie
ich na już istniejących). Tworzenie kolejnej warstwy rozpocznie się, gdy λ będzie
większa od D, co ma miejsce gdy poprzeczny rozrost wysp spowoduje zetknięcie
się ich brzegów. Gęstość uzyskanych w ten sposób warstw jest stała.
Wzrost niedopasowanych struktur heteroepitaksjalnych jest efektem trójwy-
miarowego MBE. W początkowej fazie procesu wzrost następuje warstwa po war-
stwie wedle dwuwymiarowego MBE z stałą sieci podłoża. W momencie gdy ilość
osadzonego związku przekroczy krytyczną wartość pokrycia następuje formowanie
trójwymiarowych wysp o średnicy rzędu kilkudziesięciu nanometrów i wysokości
kilku nanometrów. Powodem zmiany procesu wzrostu jest relaksacja energii sprę-
żystości która wzrasta w miarę zwiększania grubości niedopasowanych epiwarst.
Niewątpliwa zaletą tej metody jest możliwość precyzyjnego domieszkowania
układu dowolnym pierwiastkiem, a także powtarzalność otrzymywanych struktur.
1.4.2 Samozorganizowany wzrost struktur
Techniką bazującą na epitaksjalnym wzroście kryształu jest samozorganizo-
wany wzrost (self assembled growth [30–34]) wewnątrz której tryby wzrostu skla-
syfikowano (i zlilustrowano na rysunku 1.4) w następujący sposób:
a) wzrost typu Frank van der Merwe: warstwa po warstwie na sieciowo dopasowa-
nych układach [35],
b) wzrost typu Stranski - Krastanov: wyspy po warstwie na sieciowo niedopaso-
wanych układach [36],
c) wzrost typu Volmer-Weber: wzrost wysp charakteryzuje się natychmiastowym
zarodkowaniem wysp współistniejacych z czystym podłożem na poziomie niż-
szych warstw [37].
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Rysunek 1.4: Schemat samozorganizowanego wzrostu struktur. Kolejne pod-
punkty (a-c) odpowiadają wymienionym w rozdziale typom. Θ oznacza liczbę
monowarstw [30]
We wczesnym stadium wzrostu typu Stranski - Krastanov formujące się wyspy
są pozbawione defektów, co pozwala na uzyskiwanie układów wysokiej jakości.
Proces został przedstawiony na rysunku 1.5.
Rysunek 1.5: Schemat samozorganizowanego wzrostu [32]
Powolne zmiany wartości naprężeń na tym etapie są spowodowane sprężysty-
mi odkształceniami na brzegach wysp. Zmniejszenie energii sprężystości przeważa
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dodatkowy koszt energetyczny wynikający z formowania wysp zamiast warstw. Po-
niżej krytycznego rozmiaru korzystniejsze jest również formowanie koherentnych
wysp zamiast rozproszonych. Kontrola gęstości wysp jest możliwa przez manipu-
lacje grubością warstwy arsenu (indu, galu), orientacji podłoża lub zmianie tem-
peratury w jakiej zachodzi proces. Niższa temperatura podłoża sprzyja zagęsz-
czeniu wysp, podobnie zwiększenie grubości warstwy InAs, któremu towarzyszy
nieznaczne zwiększenie średnicy wysp. Kropki o orientacji pionowej otrzymywane
są w wyniku osadzania kolejnych warstw wysp oddzielonych cienkimi warstwami.
1.4.3 Epitaksja kroplowa
Kolejna metodą bazującą na epitaksjalnym wzroście jest epitaksja kroplo-
wa (Droplet Epitaxy), która w przeciwieństwie do MBE pozwala na wytwarzanie
nanoukładów o pożądanej geometrii, w tym układu złożonego z kropki otoczonej
pierścieniem (Dot Ring Nanostructure - w skrócie DRN)[3]. Proces można przepro-
wadzić kilku etapowo (Multiple Droplet Epitaxy) [4]. Wzrost struktury zachodzi
dzięki pulsowemu naświetlaniu pierwiastków III grupy pierwiastkami V. Proces
zachodzi w ściśle określonej temperaturze, zapewniając każdemu pulsowi praw-
dopodobieństwo selektywnego skrystalizowania zmieniając tryb wzrostu struktury
i tym samym zapewniając pożądaną geometrię.
Rysunek 1.6: AFM: Kolejne etapy otrzymywania DRN dzięki DE [2, 3]
Otrzymywanie struktury DRN zostało przedstawione na rysunku 1.6. Jako
podłoże zastosowano wafle GaAs(001). Po zdeponowaniu kropli galu uformowa-
na została półsfera (a). Po pierwszym pulsie arsenu zostaje uformowany pierścień
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(GaAs), co spowodowane jest powierzchniową dyfuzją atomów galu z kropli pod
wpływem naświetlania arsenem. Przebieg procesu jest zdeterminowany kinetyką
rekonstrukcji. Część galu zostaje związana w centralnej części struktury, która po-
zostaje w początkowej pozycji (b). Kolejny puls arsenowy, o niższej temperaturze,
formuje wewnętrzna kropkę (c).
Technika pozwala na dużą swobodę w kreowaniu nanoukładów. Kontrola cza-
su naświetlania pozwala na kontrolę objętości skrystalizowanego materiału. Zasto-
sowanie dwóch pulsów umożliwia uzyskanie dwóch pierścieni otaczających kropkę.
1.4.4 Litografia wiązki elektronowej
Litografia wiązki elektronowej (EBL - Electron Beam Litography) jest cenioną
otrzymywania nanoukładów. Do jej zalet należą wysoka rozdzielczość rzędu nano-
metrów oraz różnorodność materiałów dla jakich można ją stosować [38]. Podobnie
jak w przypadku większości odmian litografii, podłoże jest pokryte cienką warstwą
rezystu (analogia do fotorezystu dla fotolitografii), który ulega zmianom pod wpły-
wem wiązki elektronowej. Na dalszym etapie próbka jest poddawana trawieniu,
gdzie w zależności od tego czy mamy pozytywną, czy negatywną litografię wytra-
wiane są odpowiednio zmienione bądź niezmienione obszary. Na całość napylana
jest warstwa metalu, po czym pozostała część rezystu jest usuwana chemicznie.
Rysunek 1.7: Schemat układu EBL z CL [38]
Powyższa technika została przedstawiona schematycznie na rysunku 1.7. Osią-
ga zadowalające efekty w połączeniu z katodoluminescencją (CL), która nie wpły-
wa bezpośrednio na proces litografii. Umożliwia to przeprowadzenie pojedynczych
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kroków EBL bez potrzeby stosowania znaczników, co znacznie przyspiesza proces
i pozwala na obrazowanie struktur.
1.4.5 Litografia koloidalna
Litografia koloidalna, znana również jako nanosferyczna litografia łączy w so-
bie elementy tradycyjnej litografii z maskami rozmiarów nanometrów, dzięki cze-
mu możemy otrzymać struktury o pożądanym kształcie przy mniejszym nakładzie
kosztów [5, 39, 40]. Proces wytwarzania struktur (dysk, pierścień lub hybryda
wymienionych) odbywa się trójetapowo:
1. zdeponowanie warstwy metalu (w tym przypadku złota), której grubość de-
terminuje wysokość struktury. Przed osadzeniem warstwy metalu szklane
podłoże zostało poddane sczyszczeniu chemicznemu (zastosowane sekwen-
cyjnie rozpuszczalniki zarówno polarne jak i niepolarne, a następnie osuszo-
ne azotem). Następnie napylono zapewniającą przyczepność warstwę tytanu,
a na nią złota.
2. homogeniczna aplikacja masek polistyrenowych w postaci ziaren. Na homo-
geniczność rozkładu ziaren polistyrenowych wpływa adhezja podłoża. Ak-
tywowanie metalowego podłoża poprzez adhezję naładowanej elektrycznie
warstwy polielektrolitu zwiększa mobilność ziaren.
3. selektywne wytrawianie. Proces determinujący końcową formę nanostruktu-
ry, polegający na usunięciu fragmentów niepokrytego ziarnami metalowego
podłoża, co przedstawiono na rysunku 1.8. Pojedyncze wystawienie na długi
czas trawienia owocuje otrzymaniem dysku. Dodatkowe trawienie poprze-
dzone umieszczeniem próbki w chloroformie pozwala na otrzymanie pier-
ścienia. Ziarna polistyrenowe pod wpływem powyższych czynników ulegają
podziałowi i odseparowując część wewnętrzną od zewnętrznej. Po oczyszcze-
niu plazmą tlenową środkowy fragment zostaje usunięty, tak że zostaje tylko
pierścień.
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Rysunek 1.8: Otrzymywanie struktur za pomocą litografii koloidalnej [5]
W celu otrzymania kropki kwantowej otoczonej jednym lub dwoma pierście-
niami należy postępować jak w przypadku otrzymywania pierścienia z tą różnicą,
że należy zwiększyć grubość złota napyloną na próbkę, tak aby po wytrawieniu
w kroku pierwszym nadal pozostała warstwa złota w środkowej części nanostruk-
tury [5].
1.4.6 Układ elektrod
Wiele półprzewodnikowych nanoukładów składa się z odpowiednio domiesz-
kowanych warstw. Na skutek przyłączenia napięcia w miejscu styku warstw po-
wstaje pomiędzy nimi cienka warstwa, w której elektrony mogą się swobodnie po-
ruszać. Jest ona z dobrym przybliżeniem dwuwymiarowym gazem elektronowym
(2DEG - two-dimensional electron gas). Przyłączenie elektrod (jednej u góry, dru-
giej z dołu jak na rysunku 1.9) do układu pozwala wpływać na efektywny potencjał
studni kwantowej [41, 42]. Pojemność układu zmienia się w zależności od napięcia
na bramce.
Układy półprzewodnikowe o symetrii cylindrycznej można otrzymać stosu-
jąc metalowe elektrody rozdzielone izolatorem w układzie split gate. Przykładowo,
w celu uzyskania struktury o geometrii będącej tematem pracy od górnej strony
umieszczamy dwie elektrody, jedną po środku i drugą o kształcie pierścienia ota-
czającą ją jak na rysunku 1.10. Zakładamy, że potencjał na dolnym brzegu układu
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Rysunek 1.9: Schemat półprzewodnikowej kropki kwantowej z załączonymi
elektrodami [43, 44]
wynosi 0 meV, zaś pochodna potencjału na końcach układu się zeruje. Potencjały
górnych elektrod wynoszą odpowiednio V1 (ciemny zielony) i V2 (jasny zielony)
i są oddzielone od siebie izolatorem a odległość obszarów działania od podłoża to
H1 i H2 .
Rysunek 1.10: Układ elektrod do wytworzenia potencjału DRN [45]
Efektywny potencjał uzyskany dzięki takiemu zabiegowi (przerywana linia na
rysunku 1.10) opisuje równanie Laplacea:
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w którym rozkład potencjału zapisujemy w sposób dyskretny. Do rozwiązania
stosujemy metodę relaksacji punktowej znanej również jako metoda Seidla. Mo-
dyfikując wartości napięcia elektrod oraz położenia, jesteśmy w stanie uzyskać
interesujący nas potencjał. W efekcie dla podanego układu możemy określić po-
tencjał jako funkcję napięcia na centralnej bramce jak na rysunku 1.11.
Rysunek 1.11: Rozwiązanie równania Laplacea dla układu dwóch elektrod [46]
1.4.7 Nanodruty wielowarstwowe - CMS
Współczesne technologie pozwalają na wytwarzanie półprzewodnikowych na-
nodrutów o strukturze wielowarstwowej CMS (core-multishell nanowire [47–52]).
Uzyskiwane w ten sposób nanoukłady posiadają średnice zewnętrzne nie mniejsze
od 30 nm. Otrzymane w ten sposób struktury mogą pełnić rolę DRN. Przykła-
dowy układ przedstawiono na rysunku 1.12. Rdzeń pełni rolę kropki kwantowej,
zewnętrzna warstwa pierścienia, zaś warstwa wewnętrzna stanowi barierę oddzie-
lającą obydwa układy od siebie.
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Warstwy te narastają wokół monokrystalicznego rdzenia służącego za szablon.
Jedną z technik jest VLS (Vapor-Liquid-Solid). Jest to metoda wzrostu kryszta-
łu wykorzystująca metaliczny katalizator, który tworzy fazę ciekłego stopu. Na
skutek szybkiej adsorpcji para ulega przesyceniu i krople stopu zostają zdepono-
wane na substracie. Osadzanie pierwiastka z fazy gazowej następuje tak długo, jak
pierwiastek dostarczany jest do fazy gazowej.
Rysunek 1.12: Schemat CMS [47]
Na tak uzyskanym rdzeniu osadzane są kolejne warstwy, w zależności od pier-
wiastka dobierana jest odpowiednia technika:
• IV grupa - niekatalityczny wzrost na ścianach pierwszego nanodrutu,
• III - V metaloorganiczne osadzanie chemiczne z fazy gazowej (metalorganic
chemical vapor deposition).
Innymi metodami umożliwiającymi otrzymanie podobnych struktur jest pię-
cioetapowy proces wytrawiania [52].
1.4.8 Porównanie metod otrzymywania struktur
Struktura będąca tematem rozprawy jest skomplikowana z punktu widzenia
otrzymywania. Nie wszystkie metody umożliwiają jej wytworzenie, a tym bardziej
Kropki i pierścienie kwantowe - Zastosowanie kropek kwantowych 19
kontrolę kształtu. Z uwagi na to preferowane są technologie pozwalające na pre-
cyzyjną kontrolę kształtu otrzymywanej struktury.
Litografia koloidalna i epitaksja kroplowa umożliwiają otrzymanie kropkek
kwantowych otoczonych więcej niż jednym pierścieniem. Struktury są wykonane
w całości z jednego materiału, promienie są duże (około 100 nm), wysokości nie-
wielkie (nawet rzędu kilku atomów). Zastosowanie układu elektrod pozwala na
otrzymanie potencjału zbliżonego do oczekiwanego, czyli kropki otoczonej pier-
ścieniem. Niestety wraz ze zmianą potencjału kropki zmienia się również wysokość
i położenie bariery wewnętrznej, co nie zawsze jest zjawiskiem pożądanym, po-
nieważ utrudnia manipulację funkcjami falowymi (więcej w rozdziale 2). Układy
o mniejszym promieniu, złożone z jednego lub dwóch materiałów, otrzymujemy
przez wykorzystanie drutów wielowarstwowych, jednak ich wysokość jest większa
niż w przypadku pozostałych technik. Im mniejszy układ, tym trudniejsze jest
połączenie go z elektrodami.
1.5 Zastosowanie kropek kwantowych
Kropki kwantowe znajdują zastosowanie w wielu gałęziach nauki i gospodar-
ki [53–55]. Ich własności różnią się w zależności od rozmiaru, kształtu i materiału
z jakiego zostały wykonane. Z uwagi na możliwość kontrolowania liczby znajdują-
cych się w nich elektronów istnieje możliwość symulowania atomów za ich pomocą.
Jednoelektronowe układy złożone z kropek kwantowych mogą pełnić role tranzy-
storów, prostowników, bramek logicznych, zarówno kwantowych jak i klasycznych.
Skomplikowane układy kropek są potencjalnymi kandydatami na realizację qubi-
tów. W przemyśle kropki kwantowe znajdują zastosowanie między innymi w opi-
sanych poniżej gałęziach.
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1.5.1 Elektronika i optyka
Własności absorpcji i emisji fotonów przez kropki kwantowe są związane z od-
ległością stanów energetycznych w układzie, te zaś ściśle zależą od rozmiaru struk-
tury. Układ jest w stanie zaabsorbować i następnie na skutek relaksacji wyemito-
wać światło o konkretnej długości fali. Kropki kwantowe o niewielkich rozmiarach
posiadają bardziej odległe stany i emitują światło o wyższej częstotliwości (niebie-
skie) zaś większe o niższej (czerwone).
Do potencjalnych zastosowań należy miedzy innymi trzecia generacja paneli
słonecznych (quantum dot solar cell) [53, 56]. Budowa panelu została zilustrowana
na ryunku 1.13. Kropki kwantowe wykonane z CdTe, CIGS lub krzemu są w stanie
absorbować energię przez całą dobę. Kropki wykonane z czarnego krzemu absor-
bują światło widzialne, te wykonane z innych materiałów zaś podczerwień, bądź
ultrafiolet.
Rysunek 1.13: Schemat kwantowego panelu słonecznego [53]
Innym miejscem w którym kropki kwantowe znajdują zastosowanie są lasery
(rysunek 1.14). Wydajność laserów skonstruowanych w ten sposób jest zbliżona
do laserów gazowych.
Kropki kwantowe w tej sytuacji działają jak sztuczne atomy i pełnia rolę
ośrodka czynnego. Odpowiednio dobierając rozmiary kropek kwantowych można
uzyskać lasery o szerokim spektrum.
Możliwość dokładnego wyznaczenia długości emitowanej fali znajduje zastoso-
wanie w technologii ekranów LED (schemat przedstawiono na rysunku 1.15). Wy-
świetlacze zbudowane w oparciu o kropki kwantowe (QDLEDs) wykazują mniejszą
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Rysunek 1.14: Schemat lasera opartego na kropkach kwantowych[53]
energochłonność niż OLEDy (organic LEDs) przy jednoczesnej większej czystości
koloru. Technologia wytwarzania ultra cienkich warstw sprzyja zmniejszeniu kosz-
tów produkcji i umożliwia otrzymywanie cienkich ekranów o różnych kształtach,
zarówno płaskich jak i lekko wklęsłych. Budowa ekranu opartego na kropkach
kwantowych jest podobna do tych opartych na innym materiałach. Warstwą od-
powiedzialną za emisję koloru jest selenek kadmu (CdSe), znajduje się on pomiędzy
organicznymi warstwami odpowiedzialnymi za transport elektronów i dziur.
Rysunek 1.15: Schemat ekranu QLED [53]
Pierwsze komercyjne ekrany tego typu zostały zaprezentowane przez firmę Sam-
sung w 2014 roku. W 2017 zaprezentowano monitory o zakrzywionym (wklęsłym)
ekranie bazujące na tej samej technologii.
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1.5.2 Biologia i medycyna
Dzięki kropkom kwantowym jest możliwe długotrwałe monitorowanie komó-
rek i struktur komórkowych. Niewielkie rozmiary i zdolności fluorescencyjne sprzy-
jają dokładnemu umieszczeniu znacznika (rysunek 1.16). Zastosowanie sond flu-
orescencyjnych na znakowanych komórkach może znaleźć zastosowanie w monito-
rowaniu leków, jak np. dostarczanie doksorubicyny do komórek rakowych gruczołu
krokowego.
Rysunek 1.16: Obrazowanie komórek in vivo za pomocą kropek kwantowych
[53]
Umieszczenie kropki kwantowej stwarza pewne trudności. Pasywne przecho-
dzenie przez błonę komórkową do cytoplazmy jest mało wydajne, jednakże przy-
łączenie odpowiednich ligandów powoduje wiązanie się ich z receptorami na po-
wierzchni błony komórkowej. Kropki kwantowe, które znalazły się w komórce w ten
sposób są unieruchamiane przez zamknięcie w endosomach. Inną metodą umiesz-
czania kropek kwantowych w komórkach jest mikroiniekcja bądź elektroporacja.
Możliwość dokładnego wskazania segmentów i struktur zarodka wywodzących
się z konkretnych komórek, a także ich migracji umożliwia monitorowanie prze-
rzutów komórek nowotworowych.
Rozdział 2
Dot Ring Nanostructure
Qubity, czyli bity kwantowe mogą zostać zrealizowane między innymi w opar-
ciu o spin elektronu. Nanoukłady takie jak kropki czy pierścienie kwantowe są
obiecującymi kandydatami na realizacje tych układów. Aby układ mógł pełnić tę
rolę musi pozostawać w konkretnym stanie przez odpowiednio długi okres czasu,
tak aby można było dokonać wymaganych operacji. Dekoherencja jest nieuniknio-
nym elementem otaczającego nas świata, jednak bez oddziaływania z otoczeniem
nie byłoby możliwości odczytu ani modyfikacji stanu układu. W celu jej opisania
używa się dwóch parametrów: T1 (czas relaksacji omówiony w rozdziale 3) oraz
T2 (czas dekoherencji) wahający się od milisekund do sekund [57]). Przyjmuje się,
że czas w jakim układ pozostaje koherentny powinien być znacznie dłuższy od
czasu wykonania operacji na bramkach logicznych, który jest rzędu milisekund
[15, 57]. Dokładny opis mechanizmów odpowiedzialnych za relaksację znajduje się
w rozdziale 3.
Im mniejszy układ tym dłużej zachowuje informację o stanie początkowym,
zatem jedną z dróg do uzyskania zadowalających czasów jest miniaturyzacja, co jak
zostało wspomniane wcześniej ma swoje granice wynikające choćby z rozmiarów
atomów. Optymalny rozmiar struktury jest trudny do uchwycenia z uwagi na trud-
ności związane z produkcją, połączeniem układu z elektrodami, koszta produkcji,
dysypację ciepła itp. Można wykorzystać materiały o niskim efektywnym sprzęże-
niu spin orbita, jednak konsekwencje tego posunięcia są nietrywialne. Pociąga ona
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za sobą zmianę pozostałych elementów związanych ze strukturą jak różnica ener-
getyczna wynikająca rozczepienia zeemanowskiego czy odległości poszczególnych
stanów.
Motywacją badań było znalezienie układu o niewielkich rozmiarach, który po-
zwalałby za pomocą manipulacji jedną bramką i napięciem źródło-dren zmieniać
swoje parametry, miedzy innymi przewodnictwo i czas relaksacji. W ramach po-
szukiwań realizacji qubitu porównano szybkości relaksacji dla kropek i pierścieni
o rożnych rozmiarach i geometriach zamodelowanych za pomocą poniższego rów-
nania [58].
V (r) =
1
2
m∗ω20
[
(1− k)r2 + k
1− k (r − r0)
2
]
, (2.1)
gdzie m∗ jest masą efektywną elektronu, ω0 częstotliwością własną , r0 promieniem
pierścienia, a k parametrem definiującym kształt struktury. Dla k = 0 układ jest
klasyczną kropką kwantową, dla k → 1 układ jest pierścieniem.
k 0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.95 0.99
T1[s] 0.3 0.17 0.086 0.039 0.017 0.007 0.006
Poszczególne czasy relaksacji w zależności od kształtu struktury (parametru
k) zostały wymienione w powyższej tabeli i na rysunku 2.1. Dla qubitów jedno-
elektronowych znaczenie ma relaksacja ze stanu 00 do stanu 01 (niebieski kolor na
wykresie 2.1). Warto zwrócić uwagę, że osiąga ona większą wartość dla układów
o geometrii kropki, gdzie funkcje falowe są bardziej zróżnicowane niż w pierścieniu.
Na relaksację i przewodnictwo wpływa także kształt i wzajemne położenie
funkcji falowych dla poszczególnych stanów, pożądana jest zatem struktura w któ-
rej funkcje falowe ulegają zmianom w kontrolowanym i znacznym stopniu. A kon-
kretniej parametr odpowiadający za ’pokrywanie się’ funkcji, tzw. overlap factor
(więcej w rozdziale 3) był jak najmniejszy.
Niestety klasyczne kropki i pierścienie kwantowe nie należą do układów, które
można modyfikować w łatwy sposób. Raz otrzymana struktura nie ulega zmianom,
można jedynie kontrolować liczbę elektronów zawartych w niej oraz to, które stany
biorą udział w transporcie. Jedyny wpływ na funkcje falowe jaki mamy wynika
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Rysunek 2.1: Funkcje falowe i czas relaksacji dla układów o różnej geometrii,
lewy (prawy) górny róg zawiera funkcje falowe dla różnych orbitalnych liczb
kwantowych l dla kropki (pierścienia) kwantowej. Panel dolny ukazuje zależność
czasu relaksacji od parametru k definiującego kształt potencjału. Dla kropki
wynosi on zero, bliski jedynce odpowiada pierścieniowi [58]. Czasy relaksacji dla
kropek kwantowych są nawet o dwa rzędy wyższe niż w przypadku pierścieni
z tego jaki kształt nadano kropce w procesie produkcji, oraz ile elektronów się
w niej znajduje. Dla kropek sferycznych i pierścieni funkcje stanu podstawowego
i wzbudzonych nie różnią się znacząco.
Układy dwóch i więcej kropek/pierścieni kwantowych ułożonych w jednej linii,
zarówno poziomej jak i pionowej, oferują o wiele większe możliwości [59]. Można
zmieniać różnice potencjału pomiędzy nimi przesuwając elektrony z jednej krop-
ki do drugiej (również jednoelektronowe układy, wtedy przesuwana jest funkcja
falowa). Ich funkcje falowe różnią się w zależności od stanu, przy odpowiednich
napięciach na bramkach różnice te mogą być wyraźne. Struktury takie stają się
o wiele bardziej sterowalne, dzięki czemu możemy manipulować parametrami ukła-
du w znaczącym stopniu.
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Wariantem wykorzystującym kropki i pierścienie jest połączenie wymienio-
nych struktur w taki sposób, że pierścień otacza kropkę kwantową (DRN - Dot
Ring Nanostructure), bądź pierścień (double ring) [60] i jest oddzielony od niej
barierą potencjału (rysunek 2.2).
Rysunek 2.2: Podwójny pierścień i kropka otoczona pierścieniem [58]
Podwójny pierścień (double ring), czyli pierścień kwantowy otoczony drugim
pierścieniem jest modyfikacją układu dwóch pierścieni pozwalającym na przynaj-
mniej częściowe odseparowanie funkcji falowych od siebie, a zatem wydłużenie
czasu relaksacji (dokładna analiza znajduje się w rozdziale 3). Manipulując sze-
rokością wewnętrznego pierścienia można zmienić czas relaksacji nawet o kilka
rzędów, dokładną zależność widać na rysunku 2.3. Przy odpowiednio szerokim
pierścieniu można mówić w przybliżeniu o DRN, dla którego otrzymujemy dłuższe
czasy relaksacji.
Kontrolując niezależnie wysokość potencjału obydwu części możemy przesu-
wać funkcje falowe pomiędzy wymienionymi elementami. Dla odpowiednich napięć
różnica pomiędzy stanem podstawowym a wzbudzonym jest wyraźna. Podobnie
jak w przypadku umieszczenia układów obok siebie jesteśmy w stanie manipulować
tym, w której części znajdują się poszczególne stany, oraz jak bardzo się pokrywa-
ją. W odróżnieniu od układów połączonych pojemnościowo w sposób szeregowy
tunelowanie z i do elektrod może nastąpić do dowolnej części układu co wymaga
podejścia odmiennego od tego stosowanego dla pojedynczej kropki/pierścienia czy
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Rysunek 2.3: Czas relaksacji dla układów koncentrycznych z rysunku 2.2.
W miarę zbliżania w prawą stronę pierścień wewnętrzny staje sie na tyle sze-
roki, ze można go zastąpić kropką [58]. Układy złożone z kropki i pierścienia
posiadają dłuższe czasy relaksacji od podwójnych pierścieni.
liniowego układu wymienionych, ale zapewnia lepszą sterowalność a także szereg
ciekawych zjawisk, które zostaną omówione w dalszych rozdziałach.
2.1 Dot Ring Nanostructure - potencjał definiu-
jący
Układ złożony z pierścienia i kropki kwantowej można opisać za pomocą sze-
regu wymienionych poniżej parametrów związanych z względnym rozmiarem oraz
potencjałem poszczególnych części (przyjęto, że potencjał środka pierścienia wy-
nosi 0 meV i względem niego zostaną podane pozostałe wartości). Przekrój poten-
cjału definiującego znajduje się na rysunku 2.4.
Rysunek 2.4: Schemat przekroju poprzecznego DRN. Poszczególne skróty zo-
stały wyjaśnione poniżej.
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Potencjał układu zamodelowano za pomocą następującej formuły wynikającej
z rozwiązania równania Laplace’a. Opisuje ona potencjał (V ) w funkcji odległości
od środka układu (r):
V (r) =
{
VQD + (V0 − VQD) exp
[
−bw(r − rB)β
]
dla r < rB,
V1 {1− exp [−(r/r0)α]}+ V0 exp
[
−bw(r − rB)β
]
dla r > rB,
(2.2)
gdzie:
• VQD: potencjał kropki kwantowej - jeśli jest dodatni, to potencjał kropki jest
wyższy od potencjału pierścienia i na odwrót. Jest sterowany dzięki bramce,
przez co możemy manipulować ”położeniem” kropki i pierścienia względem
siebie.
• V0: wysokość bariery oddzielającej pierścień od kropki. Odgrywa istotne zna-
czenie w inżynierii funkcji falowych, a także jest powodem przewagi DRN
nad klasyczną kropką kwantową (szczegóły zostaną omówione w dalszej czę-
ści pracy).
• V1: wysokość bariery zewnętrznej. Jeśli nie zaznaczono inaczej, w oblicze-
niach przyjęto wartość 90 meV.
• rB: położenie środka bariery względem środka układu. Determinuje proporcje
kropki i pierścienia względem siebie. Jeśli nie zaznaczono inaczej, środek
bariery znajduje się w punkcie 12r0.
• r0: promień całej struktury.
• α: współczynnik odpowiadający za stromość bariery V1, im większy tym
bardziej stroma bariera (w obliczeniach przyjęto 2).
• β: współczynnik odpowiadający za stromość bariery V0, im większy tym
bardziej stroma bariera (w obliczeniach przyjęto 30).
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• bw: współczynnik determinujący szerokość bariery V0, im mniejszy tym szer-
sza bariera (w obliczeniach przyjęto 0.012 dla DRN o promieniu wynoszącym
70 nm lub więcej oraz 0.02 dla DRN o promieniu 50 nm).
Wybór materiału z jakiego wykonano poszczególne części determinuje efek-
tywną masę elektronu (dla GaAs wynosi ona 0.067 masy spoczynkowej), a w polu
magnetycznym może wpłynąć na kształt potencjału definiującego (więcej w roz-
dziale 5).
2.2 DRN - inżynieria funkcji falowych
W odróżnieniu od klasycznej kropki kwantowej kształt potencjału definiujące-
go strukturę ulega znacznym modyfikacjom w zależności od napięcia przyłożonego
do bramek, a każdy z parametrów układu wpływa w mniej lub bardziej znaczący
sposób na spektrum układu. Elektron, w zależności od konfiguracji napięcia na
bramkach, może obsadzić kropkę kwantową, pierścień bądź być rozmyty pomię-
dzy obydwoma częściami. Wzajemne położenie funkcji względem siebie opisywa-
nie jest przez współczynnik nakładania: tzw. overlap factor. Jest on tym większy
im bardziej zbliżony jest kształt funkcji falowych. Pośrednio zmianom ulega też
różnica energetyczna pomiędzy stanami, w części pierścieniowej jest wyraźnie niż-
sza niż w części kropkowej. Rozmieszczenie funkcji falowej stanu podstawowego
bądź wzbudzonego może ulec diametralnym zmianom przy drobnych manipula-
cjach napięciem na bramkach, pociągając za sobą zmiany własności makrosko-
powych. W ogólności kształt i wzajemne ułożenie funkcji falowych determinują
miedzy innymi:
• czas relaksacji spinowej: im większe pokrywanie się funkcji falowych i mniej-
sza różnica energetyczna pomiędzy stanami tym krótszy czas relaksacji,
• czas relaksacji orbitalnej: większe pokrywanie się funkcji falowych i większa
różnica energetyczna stanów owocują większą szybkością relaksacji,
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• poziom absorpcji fotonów: układ jest transparentny dla fotonów o konkretnej
częstotliwości, zmiana napięcia na bramce zmienia częstotliwość fotonów, dla
których układ jest przeźroczysty (więcej w dodatku B),
• transport ładunku: stany pierścieniowe są lepiej sprzężone z elektrodami,
a zatem prąd ma wyższe natężenie niż w przypadku stanów znajdujących się
w pierścieniu.
Podstawowym parametrem wykorzystywanym w manipulacji funkcjami falo-
wymi jest względna różnica potencjałów kropki i pierścienia, kontrolowana za po-
mocą zewnętrznej bramki, czyli potencjał VQD. Omówiony zostanie także wpływ
wysokości i kształtu bariery na powyższe cechy.
2.2.1 Wpływ parametrów bariery wewnętrznej na kształt
funkcji falowych
Bariera oddzielająca kropkę od pierścienia jest powodem, dla którego DRN ma
przewagę nad klasyczną kropką w większości sytuacji. Kształt bariery, czyli to jak
bardzo jest stroma i szeroka definiuje efektywny rozmiar kropki i pierścienia. Dla
studni o przekroju kwadratowym funkcje falowe zachowują się w podobny sposób
jak w studni gaussopodobnej. Położenie bariery względem środka układu definiu-
je proporcje pierścienia i kropki (określając jednocześnie ich promień). Im bliżej
środka umieszczona jest bariera, tym mniejsza jest kropka, a większy pierścień. Dla
większości cech struktury (jak czas relaksacji) oraz manipulacji funkcjami falowy-
mi (więcej w dalszej części pracy) najkorzystniejsza jest sytuacja gdy położenie
środka bariery jest równe połowie całkowitego promienia struktury, a zatem pro-
mień kropki i szerokość pierścienia są takie same. Im wyższa i szersza bariera, tym
lepiej stany są odseparowane od siebie. Bariera również nie może być za wysoka,
gdyż wtedy otrzymujemy dwie osobne struktury. Optymalna wysokość bariery dla
struktury o promieniu 70 nm to około 20 meV. Mniejsze struktury posiadają więk-
sze różnice energetyczne pomiędzy stanami, stąd potrzeba wprowadzenia wyższej
bariery (45 meV dla układu o promieniu 50 nm).
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Rysunek 2.5: Funkcje falowe dla różnych wartości V0 [46]. Jasnoszara linia
obrazuje kształt potencjału, niebieska ciągła stan podstawowy, czerwona prze-
rywana pierwszy stan wzbudzony. Panel a) dotyczy układu bez bariery czyli
kropki kwantowej. W miarę zwiększania wysokości bariery funkcje falowe ule-
gają silniejszej separacji. Potencjał na zewnątrz struktury wynosi 45 meV.
W przypadku gdy kropka i pierścień posiadają ten sam potencjał (czyli VQD =
0) wysokość bariery wpływa na rozkład funkcji falowych w następujący sposób.
Dla zerowej wysokości bariery (rysunek 2.5 a)) funkcje falowe przypominają te
znajdujące się w klasycznej kropce, układ de facto stanowi studnię potencjału
o płaskim dnie. W miarę wzrostu wysokości bariery stany ulegają zmianom, co
obrazują panele b), c) i d) na rysunku 2.5. Dla bariery o wysokości 5 meV różnica
ta jest nieznaczna, jednak już w przypadku 10 meV stany są wyraźnie odseparo-
wane. Stan podstawowy skupia się w kropce, a wzbudzony w pierścieniu. Bariera
o wysokości 20 meV sprawiła, ze współczynnik nakrywania jest zaniedbywany.
Dalsze zwiększanie bariery nie wpływa w sposób znaczący na rozkład funkcji.
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2.2.2 Wpływ potencjału kropki na kształt funkcji falowych
Potencjał na elektrodach wpływa na kształt struktury, a zatem na stany
własne układu. Manipulując napięciem na bramce sprzężonej z kropką możemy
zmieniać jej potencjał względem pierścienia. Im wyższy (niższy) potencjał krop-
ki kwantowej tym większa część funkcji falowej stanu podstawowego znajduje się
w pierścieniu (kropce). Poszczególne konfiguracje przedstawiono na rysunku 2.6
i omówiono poniżej.
Rysunek 2.6: Funkcje falowe dla różnych wartości VQD [46]. Jasnoszara linia
obrazuje kształt potencjału, niebieska ciągła stan podstawowy, czerwona przery-
wana pierwszy stan wzbudzony. Manipulacja wysokością potencjału dna kropki
umożliwia przesuwanie funkcji stanu podstawowego i wzbudzonego z kropki do
pierścienia i odwrotnie. Im wyższe VQD tym korzystniejsze energetycznie jest
umiejscowienie funkcji falowej w pierścieniu.
Gdy potencjał kropki jest dużo niższy od potencjału pierścienia zarówno stan
podstawowy jak i wzbudzony znajdują się w kropce. Jeśli potencjał kropki i pier-
ścienia są zbliżone, to stan podstawowy w przeważającej części okupuje kropkę,
Dot Ring Nanostructure - inżynieria funkcji falowych 33
podczas gdy dla stanu wzbudzonego korzystniejsze jest ulokowanie się w pierście-
niu. W końcu, dla sytuacji gdy potencjał kropki jest znacznie wyższy od pierścienia
zarówno stan podstawowy jak i pierwszy stan wzbudzony skupione są w pierścieniu
i układ ma efektywnie własności pierścienia. W zależności od napięcia jest możli-
we odseparowanie funkcji falowej stanu podstawowego i pierwszego wzbudzonego,
bądź umieszczenie obydwu funkcji w pierścieniu bądź kropce. Dla struktury wy-
konanej z jednego rodzaju materiału nie ma możliwości umieszczenia stanu pod-
stawowego w pierścieniu, podczas gdy pierwszy stan wzbudzony byłby w kropce.
Jest to osiągalne dopiero przy wykorzystaniu DRN wykonanego z CMS (więcej
w rozdziale 1.2) i po przyłożeniu pola magnetycznego (więcej w rozdziale 5).
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Rysunek 2.7: Widmo energetyczne jako funkcja VQD [61]. Spektrum dla ukła-
du o promieniu 70 nm, barierze umieszczonej w połowie układu i o wysokości
20 meV. Poszczególne linie odpowiadają stanom o podanych liczbach kwanto-
wych n i l. Liniowy (stały) charakter widma wynikający z rozwiązania równania
Schro¨dingera występuje, gdy znaczna część funkcji znajduje się w kropce (pier-
ścieniu). Przecięcie stanów 01 i 10 nie występuje dla układów o niższej barierze
potencjału. Bariera zewnętrzna wynosi 45 meV, zaś wewnętrzna 20 meV.
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Na podstawie spektrum energetycznego, rysunek 2.7, można oszacować loka-
lizacje stanów własnych. Stany znajdujące się w kropce kwantowej są czułe na
jej potencjał, stąd liniowy charakter widma energetycznego dla tych części, stany
w pierścieniu zaś niemal nie odczuwają wpływu kropki, zatem wartość ich energii
jest stała, niezależnie od przyłożonego napięcia.
Zmiany napięcia bramki odpowiadającej za wysokość dna kropki są kwinte-
sencją inżynierii funkcji falowej. Drobne zmiany mogą prowadzić do znaczących
różnic w rozkładzie funkcji falowych. Bardzo wysokie, bądź bardzo niskie warto-
ści napięcia na bramce (tzn. gdy różnica pomiędzy kropką a pierścieniem wynosi
ponad 6 meV) czyni z układu efektywnie kropkę bądź pierścień.
2.3 Porównanie metod obliczeniowych
Znajomość funkcji falowych umożliwia wyliczenie szeregu parametrów cha-
rakteryzujących strukturę takich jak czas relaksacji czy natężenie prądu. Niestety
w przeciwieństwie do klasycznej kropki kwantowej rozwiązanie analityczne równa-
nia Schro¨dingera jest niemożliwe, w związku z czym stosuje się obliczenia nume-
ryczne [62, 63]. W tym celu posłużono się następującymi metodami:
• metoda Numerova połączona z metodą strzałów,
• zapisanie równania w formie macierzowej i wykorzystanie algorytmu Lan-
czosa do diagonalizacji,
• wykorzystanie pakietu Kwant [64] pozwalającego na uwzględnienie wpływu
elektrod na potencjał.
W celu sprawdzenia prawidłowości przeprowadzonych obliczeń dla dwóch
pierwszych metod, rozwiązano za ich pomocą równanie Schro¨dingera dla klasycz-
nej kropki kwantowej i porównano z wynikami analitycznymi. Otrzymano zgodność
dla obydwu metod. Metody zostaną przedstawione w dalszej części pracy oraz do-
datku A. Struktura, dla której przeprowadzono analizę została wykonana z GaAs
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(efektywna masa elektronu 0.067 masy spoczynkowej). Promień zewnętrzny wy-
nosi 60 nm.
2.3.1 Metoda Numerova
Zachowanie symetrii cylindrycznej pozwala na przejście z układu kartezjań-
skiego do cylindrycznego, a następnie separację zmiennych:
Ψnl(r) = Rnl(r) exp (ilφ). (2.3)
Hamiltonian w tym układzie wygląda następująco:
H =
1
2m∗
p2 + V (r). (2.4)
Spektrum energii jest dyskretne i można je opisać za pomocą liczb kwantowych:
• n: główna liczba kwantowa, numerująca stan elektronu z uwagi na ruch ra-
dialny. Przyjmuje wartości n = 0, 1, 2.3....
• l: numerująca stany z uwagi na moment pędu elektronu. Przyjmuje wartości
l = 0,±1,±2,±3...
Kątowa część równania Schro¨dingera jest możliwa do analitycznego rozwiązania
i znajduje się poniżej.
~2
2m∗
[
d2Y(θ)
dθ2
]
= Y (θ) (2.5)
Radialna część równania Shrodingera wygląda następująco:
~2
2m∗
(
d
rdr
+
d2
dr2
)
R(r) + V (r)R(r) = E(r). (2.6)
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Stosując podstawienie f(r) =
√
rR(r) i dokonując przeliczeń równanie przybiera
ona postać:
{
d2
dr2
+
2µ
~
[E − V (r)]− l
2
r2
+
1
4r2
}
f(r) = 0. (2.7)
Równanie to można rozwiązać metodą Numerova [65, 66] (więcej w dodatku A).
Jest to metoda iteracyjna, która w połączeniu z metodą bisekcji bądź strzałów [67]
pozwala wyliczyć przybliżoną postać funkcji falowej.
Rysunek 2.8: Funkcje falowe otrzymane metoda Numerova dla VQD = 0. Każda
para przedstawia kształt radialnej części funkcji falowej (góra) oraz fazę (dół).
Od lewej kolejno stan podstawowy (a), pierwszy wzbudzony, który z uwagi na
liczbę l = 1 jest zdegenerowany (b i c).
Zaletą metody jest dokładność i szybkość. Otrzymane w ten sposób stany
(rysunek 2.8) nie są zdegenerowane, jednak uwzględnienie wartości przyjmowa-
nych przez liczbę l daje nam degenerację stanów. Radialna część funkcji falowej
otrzymana tą metodą jest rzeczywista. Metoda ta może być stosowana tylko do
układów o symetrii sferycznej.
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2.3.2 Macierzowa postać równań
Dwuwymiarowe funkcje falowe oraz potencjał można zapisać w sposób dys-
kretny:
Ψ(x, y)→ Ψ(i, j), V (x, y)→ V (i, j),
gdzie (i,j) numeruje węzły sieci. Określona w ten sposób funkcja falowa przyjmuje
postać macierzy o wymiarze N ×N o stałej sieci a. W celu otrzymania równania
macierzowego zastosowano następującą zamianę indeksów:
Ψ(i, j)→ Ψ(k), V (i, j)→ V (k), gdzie k ≡ i+ (j − 1)N .
Zapisując drugą pochodną występującą w hamiltonianie za pomocą ilorazu różni-
cowego otrzymujemy macierz, której wartości i stany własne otrzymane poprzez
diagonalizację są rozwiązaniem równania Shro¨dingera. Hamiltonian czyli macierz
H jest macierzą pięcioprzekątniową:
• Na głównej przekątnej posiada elementy równe:
H(i, i) = 2
~2
m∗(a)2
+ V (i), (2.8)
• na nadprzekątnej i podprzekątnej elementy wynoszą
H(i, i± 1) = −~
2
2m∗(a)2
, (2.9)
• na przekątnych oddalonych o N rzędów od głównej przekątnej elementy wy-
noszą:
H(i, i±N) = −~
2
2m∗(a)2
. (2.10)
Zapisanie funkcji falowej na N węzłach powoduje, że macierz do diagonalizacji
jest wymiaru N2. Zwiększenie dokładności obliczeń poprzez zmniejszenie kroku,
a zatem zwiększenie wymiaru macierzy, powoduje wykładniczy wzrost czasu obli-
czeń.
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Rysunek 2.9: Funkcje falowe otrzymane przy użyciu algorytmu Lanczosa dla
VQD = 0. Każda para przedstawia kształt radialnej części funkcji falowej (góra)
oraz fazę (dół). Od lewej kolejno stan podstawowy (a), pierwszy wzbudzony,
który z uwagi na liczbę l = 1 jest zdegenerowany (b i c).
Metoda Lanczosa [68] (więcej w dodatku A) pozwala znacząco skrócić czas
obliczeń (przykładowo na laptopie HP z procesorem Intel Core i5 - 4210M CPU
2.60GHz x 4 z 69 sekund dla układu rozpisanego na macierzy 50×50 do 0.05 sekun-
dy) umożliwiając zwiększenie wymiaru układu (np. układ rozpisany na macierzy
1000× 1000 jest rozwiązywany w 63 sekundy), co pozwala na większą dokładność
otrzymanych wyników. Wadą jest konieczność dopasowania liczby iteracji do kon-
kretnego przypadku, a także sztuczna degeneracja stanów przy zbyt dużej liczbie
kroków. Metoda ta sprawdza się jedynie dla kilku pierwszych stanów własnych.
Z uwagi na zastosowanie do obliczeń losowego wektora początkowego faza rów-
nież jest losowa. Funkcje falowe otrzymane dzięki tej metodzie znajdują się na
rysunku 2.9.
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2.3.3 Pakiet Kwant
Kwant jest bezpłatnym pakietem opartym o język programowania Python,
służącym do przeprowadzania obliczeń związanych z transportem ładunku w na-
noukładach. Są to obliczenia prowadzone w oparciu o model ciasnego wiązania
gdzie, w odróżnieniu od metody Numerova, elektron nie jest swobodny. Do ob-
liczeń zastosowano model ciasnego wiązania z przeskokami tylko do najbliższych
sąsiadów, kwadratową sieć oraz potencjał onsite zdefiniowany w poprzednim roz-
dziale. Otrzymane rezultaty znajduja się na rysunku 2.10.
Rysunek 2.10: Funkcje falowe otrzymane przy użyciu pakietu Kwant dla VQD
= 0. Każda para przedstawia kształt radialnej części funkcji falowej (góra) oraz
fazę (dół). Od lewej kolejno stan podstawowy (a), pierwszy wzbudzony (b i c).
Pakiet ten w odróżnieniu od metody Lanczosa i Numerova uwzględnia wpływ
elektrod na kształt funkcji falowych (rysunek 2.11), a także elektron w tym przy-
bliżeniu nie może być dłużej traktowany jako swobodny ze względu na zastoso-
wanie wspomnianego powyżej modelu ciasnego wiązania. Funkcje falowe stanów
wzbudzonych, tak długo jak układ jest izolowany, otrzymane tą metodą posiadają
amplitudę zależną od kąta.
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Rysunek 2.11: Funkcja falowa stanu podstawowego dla słabo (a), umiarkowa-
nie (b) i silnie (c) sprzężonego DRN z elektrodami.
Silne i umiarkowane sprzężenie układu z elektrodami (rysunek 2.11 b) i c))
powoduje znaczną deformację potencjału (a zatem i funkcji falowych) czym zabu-
rza symetrię układu. Dla słabego sprzężenia układu z elektrodami wpływ ten jest
zaniedbywalny.
2.3.4 Wnioski z porównania
Obliczenia przeprowadzono zakładając, że jedynie wysokość potencjału dna
kropki ulega zmianie, zatem dla każdej wartości VQD istniała konieczność prze-
prowadzenia obliczeń. W związku z tym oprócz dokładności obliczeń ważna była
szybkość algorytmu.
Metoda macierzowa, pozwalająca na otrzymanie spektrum wraz z funkcjami
dla dowolnego potencjału jest czasochłonna i działa dla macierzy o niskich wy-
miarach co nie sprzyja dokładności obliczeń. Zastosowanie algorytmu Lanczosa
umożliwia obejście problemu, ale działa tylko dla stanu podstawowego i niższych
wzbudzonych. Otrzymane tą metodą wyniki są jeszcze mniej dokładne niż te uzy-
skane przy bezpośredniej diagonalizacji (podaje przybliżone wyniki dla obliczeń
numerycznych). W dodatku nie uwzględnia wpływu elektrod, a wybór sieci w mniej
lub bardziej znaczącym stopniu zniekształca potencjały oparte na okręgach.
Dot Ring Nanostructure - porównanie metod obliczeniowych 41
Metoda Numerova jest stosunkowo szybka, dostarcza dokładnych rozwiązań,
ale działa tylko dla układów o symetrii cylindrycznej bądź sferycznej i nie uwzględ-
nia wpływu elektrod. Układ będący tematem tej pracy posiada taką symetrię i jest
na tyle słabo sprzężony z elektrodami, że ich wpływ można często zaniedbać.
Pakiet Kwant pozwala na obliczenie funkcji falowych dla dowolnego układu
i uwzględnia wpływ elektrod. Szybkość obliczeń również jest zadowalająca. Nieste-
ty otrzymane funkcje trudno zastosować w obliczeniach poza pakietem z uwagi na
specyficzną numerację węzłów. Stanowi to problem w sytuacji gdy istnieje potrzeba
wyliczenia czynnika przykrywania się funkcji (tzw. overlap factor) wpływającego
na większość parametrów układu.
W związku z tym w obliczeniach zawartych w kolejnych rozdziałach wykorzy-
stano funkcje falowe otrzymane metodą Numerova.
Rozdział 3
Relaksacja spinowa i orbitalna
Relaksacja jest procesem powrotu układu do stanu o niższej energii, w szcze-
gólności do stanu podstawowego. Kontrola długości życia stanów wzbudzonych
jest kluczowa dla nanotechnologii. Układy o wolnej relaksacji spinowej są obiecu-
jącymi kandydatami na qubity. Szybkość relaksacji zarówno orbitalnej jak i spino-
wej wpływa także na transport ładunku. Stany wzbudzone mają inne sprzężenie
z elektrodami niż stan podstawowy w związku z tym ważne jest określenie jak
długo elektron pozostaje w danym stanie.
3.1 Relaksacja spinowa
W sytuacji braku pola magnetycznego stany są zdegenerowane ze względu na
spin. Efekt Zeemana [69] znosi degenerację stanów ze względu na mJ , przez co
rozszczepia stan |ζ〉 na |ζ, ↑〉 i |ζ, ↓〉. W przypadku układów wykonanych z jednoli-
tego materiału wiąże się to z uwzględnieniem dodatkowego członu w Hamiltonianie
(wpływ pola magnetycznego na potencjał definiujący został omówiony w rozdzia-
le 5). Różnica energetyczna pomiędzy stanami wynosi ∆ = |g|µBB a funkcje fa-
lowe pozostają takie same. Bezpośrednia relaksacja stanów o różnych spinach nie
jest możliwa, zachodzi jednak poprzez fonony piezoelektryczne dzięki sprzężeniu
spin-orbita [14, 70–75].
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Poruszający się elektron z racji posiadania ładunku elektrostatycznego posia-
da moment magnetyczny związany ze spinem, na który wpływa pole magnetycz-
ne. Z orbitalnym momentem pędu również związany jest moment magnetyczny.
Obydwa momenty magnetyczne e oddziałują ze sobą tym silniej im bardziej ich
sumy wektorowe są zbliżone, co nosi miano sprzężenia spin orbita (SO) [76–79].
Nadsubtelne oddziaływanie sprzęga spin elektronu z efektywnym polem magne-
tycznym wytworzonym przez spin jądra (Bn), co również może spowodować de-
koherencję. Dla pól znacznie silniejszych od Bn następuje wymieszanie stanów
orbitalnych ze spinowymi. W ten sposób na stan |ζ ↓〉SO składają się stany:
|ζ ↓〉SO = |ζ ↓〉+−|e ↑〉 (schematyczne przedstawienie sprzężenia spin-orbita znaj-
duje się na rysunku 3.1). Wzór wyrażający energię wynikającą z oddziaływania
wspomnianych momentów został wyprowadzony w oparciu o atom wodoru przez
A. Thomasa na początku XX wieku i przyjmuje następującą postać [76, 80, 81]:
∆ =
g
4m2c2
dV (r)
rdr
s · L, (3.1)
gdzie V (R) jest energią potencjalną elektronu w odległości r od jądra, m masą
elektronu, L orbitalnym momentem pędu a s spinowym momentem pędu.
Rysunek 3.1: Schemat przedstawiający mechanizm relaksacji spinowej za po-
średnictwem sprzężenia spin-orbita [82]. Dzięki nadsubtelnemu oddziaływaniu
następuje wymieszanie stanów o przeciwnych spinach np |00 ↓〉 z |01 ↑〉, dzięki
czemu możliwa jest relaksacja spinowa.
Relaksacja spinowa zależy od kilku czynników. Część z nich wynika z rodzaju
materiału, z jakiego wykonano strukturę, jak czynnik żyromagnetyczny g i sprzę-
żenie spinowo-piezoelektryczne, a także pola magnetycznego w jakim się znalazła.
Rozmiar struktury także wpływa na czas relaksacji, im mniejsza struktura, tym
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dłuższy czas relaksacji. Wzajemne ułożenie funkcji falowych stanów wzbudzonych
i podstawowego oraz różnice energetyczne determinuje czas relaksacji, zmieniając
go nawet o kilka rzędów wielkości.
W oparciu o mechanizm Dresselhaus [83] szybkość relaksacji w zależy od
powyższych czynników w następujący sposób [73]:
w =
∆5Z
η
∑
n,l
Ξ2nl
∆nl
 , (3.2)
gdzie ∆Z (∆nl) jest różnicą energetyczną wynikającą z rozszczepienia Zeemana
(różnicy poziomów energetycznych). Ξ jest to współczynnik przykrywania się funk-
cji falowych zdefiniowany wzorem:
Ξ00,nl ≡ Ξnl =
∫ ∞
0
R∗00Rnlr
2dr, (3.3)
zaś sprzężenie spinowo-piezoelektryczne η opisuje poniższa formuła:
η =
~5
Λp(2pi)4(m∗)2
, (3.4)
gdzie Λ jest bezwymiarową stałą opisującą efektywną siłę sprzężenia i wynosi 0.007
dla układów GaAs, a m∗ masą efektywną elektronu.
Dla pojedynczego elektronu uwzględnione są wirtualne wzbudzenia do dwóch
najniższych stanów wzbudzonych 01 i 11, przy czym ze względu na wysoką różnicę
energii pomiędzy drugim uwzględnianym stanem a stanem podstawowym wirtu-
alne wzbudzenie do stanu 11 w niewielkim stopniu wpływa na czas relaksacji. Ze
względu na degenerację stanów o numerach l 6= 0 uwzględniamy tylko stany o l
większym od zera i mnożymy wynik przez dwa.
Elementem odróżniającym DRN od kropki kwantowej jest wewnętrzna barie-
ra dzieląca strukturę na dwie części. Jej kształt i relatywne położenie względem
środka układu determinuje w znacznym stopniu czas relaksacji. Przy założeniu, że
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całkowity rozmiar układu jest stały, zbadano i przedstawiono w kolejnych podroz-
działach jak poszczególne parametry wpływają na szybkość relaksacji.
3.1.1 Wpływ kształtu bariery na szybkość relaksacji
Kształt i położenie bariery determinują kształt potencjału układu, przez co
mają wpływ na rozkład funkcji falowych i tym samym czas relaksacji. Na lewym
panelu rysunku 3.2 przedstawiono trzy kształty potencjału definiującego różniące
się stromością: kwadratowy, oznaczony zielonym kolorem, oraz dwa gausopodobn-
ne zazaczone kolorami czerwonym i niebieskim. Przy tym samym położeniu oraz
tej samej szerokości połówkowej bariery czas relaksacji układu najbardziej stro-
mego był najkrótszy (czterokrotnie krotszy od najbardziej ”gładkiego”).
Rysunek 3.2: Schemat przedstawiający wpływ kształtu i położenia bariery na
czas relaksacji [84]. Panele po lewej przedstawiają przekrój poprzeczny barie-
ry wewnętrznej (góra) i zewnętrznej (dół). Panel po prawej przedstawia czas
relaksacji dla podanych kształtów potencjału w funkcji położenia bariery od-
dzielającej pierścień od kropki z zachowaniem kolorystyki wykresów
Zmiana położenia środka bariery względem r0 jest w stanie zmienić szyb-
kość relaksacji o kilka rzędów. W celu znalezienia optymalnego położenia bariery
przeprowadzone zostały symulacje. Optymalne warunki uzyskuje się dla bariery
o środku położonym w r0 = 12 . Przesuwanie bariery bliżej środka (brzegu) struk-
tury powoduje efektywne zmniejszenie rozmiaru kropki (pierścienia), jednocześnie
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zwiększając rozmiary pierścienia (kropki). Stany zaczynają lokować się w pierście-
niu (kropce), co zwiększa nakrywanie funkcji falowych i zmniejsza różnicę energe-
tyczną.
3.1.2 Wpływ potencjału kropki na szybkość relaksacji
Podstawową zaletą DRN jest możliwość kontroli szybkości relaksacji przy
zmianie jednego parametru jakim jest potencjał kropki kwantowej za pomocą elek-
trody. Dzięki temu możemy w łatwy sposób zmienić szybkość relaksacji o kilka
rzędów. Od dziesiątek herców dla niskich wartości VQD, przez setne części herca
dla VQD zbliżonego do VQR, po megaherce dla wysokich wartości VQD. Wykres
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Rysunek 3.3: Szybkość relaksacji spinowejej jako funkcja VQD. Relaksacja
zmienia się o kilka rzędów wielkości, najniższa jest dla sytuacji gdy stan pod-
stawowy i wzbudzony są odseparowane od siebie.
przedstawiający zależność szybkości relaksacji od VQD przedstawiono na rysun-
ku 3.3. Dla niskich wartości potencjału kropki kwantowej oba stany znajdują się
w części wewnętrznej przez co nakładanie funkcji jest wysokie. Różnica energetycz-
na jest wysoka z racji geometrii układu. Różnica ta maleje w miarę zwiększania
się potencjału dna kropki i osiąga niewielką wartość, gdy oba stany znajdują się
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w pierścieniu, wtedy też przykrywanie funkcji jest największe, a zatem i szyb-
kość relaksacji. Dla niewielkiego zakresu VQD stany są odseparowane. Nakrywanie
się funkcji osiąga minimum, przy stosunkowo wysokiej różnicy energetycznej ∆.
W tym obszarze czas relaksacji jest najdłuższy.
3.2 Relaksacja orbitalna
Mechanizmem odpowiedzialnym za relaksację orbitalną jest rozpraszanie na
fononach akustycznych. Fonony optyczne z racji energii znacznie większych od róż-
nicy pomiędzy stanami odgrywają znikomą role w tym procesie. W obliczeniach
uwzględniono oddziaływanie fononów piezoelektrycznych i deformacyjnych i prze-
prowadzono je w oparciu o złotą regułę Fermiego [71, 85]. Szybkość relaksacji ze
stanu ψi, do stanu ψf wyraża się następującym wzorem (wi→f ≡ τ−1i→f ):
wi→f =
2pi
~
∑
q,λ
|〈ψf |Wλ(q)|ψi〉|2δ(Ef − Ei − ~ωq), (3.5)
gdzie q jest wektorem falowym fononu, ~ωq energią fononu, Ef (Ei) energią sta-
nu końcowego (początkowego), λ indeksem polaryzacji. Operator Wλ(q) opisujący
oddziaływanie ma następującą postać:
Wλ(q) = Λλ(q)e−iq·r, (3.6)
gdzie Λ jest elementem macierzy rozpraszania:
|Λ(q)|2 = ~
2ρcV |q|
(
D2|q|2 + P
)
. (3.7)
Układ będący tematem rozprawy posiada symetrię cylindryczną. W związku
z tym dokonano przejścia z kartezjańskiego układu współrzędnych na cylindryczny.
Szybkość relaksacji przyjmuje wówczas następującą postać:
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wn′l′→nl =
1
4pi2~ρc2
q30
(
D2q20 + P
) ∫ 2pi
0
dφ
∫ pi/2
0
dθ sin θ
×
{∣∣∣∣∫ ∞
0
dr
∫ 2pi
0
dφ′ei(l−l
′)φ′eiq0r sin θ cos(φ−φ
′)r Rnl(r)Rn′l′(r)
∣∣∣∣2
×
∣∣∣∣∣2d
∫ d/2
−d/2
cos2
(
pi
z
d
)
e−iz q0 cos θdz
∣∣∣∣∣
2
 , (3.8)
gdzie q0 = (En′l′ − Enl)/~c a Rnl(r) jest częścią radialną funkcji ψ||(r) w płasz-
czyźnie. Całkę po φ′ można zastąpić funkcją Bessela. Całka po zmiennej z wyraża
się za pomocą funkcji f
(
1
2d q0 cos θ
)
gdzie:
f(x) ≡ pi
2
pi2x− x3 sinx. (3.9)
Po zastosowaniu powyższych operacji i podstawień, wzór opisujący szybkość re-
laksacji orbitalnej przyjmuje następująca postać:
wn′l′→nl =
2pi
~ρc2
q30
(
D2q20 + P
) ∫ pi/2
0
dθ sin θ F 2n′l′,nl(θ), (3.10)
gdzie:
Fn′l′,nl(θ) = f
(1
2
d q0 cos θ
) ∫ ∞
0
drJ|l−l′|(q0r sin θ)r Rnl(r)Rn′l′(r). (3.11)
Dla stanów zbliżonych energetycznie, czyli takich, gdzie różnica wynosi dzie-
siąte części meV, fonony emitowane są we wszystkich kierunkach czyli zarówno
w płaszczyźnie jak i prostopadle do niej (prawy panel rysunku 3.4). Są zatem nie-
zależne od grubości próbki. Dla stanów oddalonych o kilka meV fonony rozchodzą
się prostopadle i są silnie skorelowane z grubością (lewy panel rysunku 3.4).
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Rysunek 3.4: Wykres przedstawiający zależność emisji fotonów od kąta dla
dwóch potencjałów VQD [61]. Po lewej (prawej) stan podstawowy i pierwszy
wzbudzony znajdują się w kropce (pierścieniu).
Pomijając czynniki związane z wpływem materiału z jakiego wykonano układ
na szybkość relaksacji składa się wiele czynników związanych z wzajemnym uło-
żeniem funkcji falowych, różnicą pomiędzy stanami energetycznymi, a także gru-
bością układu, które zostaną omówione w kolejnych podrozdziałach.
3.2.1 Wpływ grubości układu na szybkość relaksacji
Grubość próbki wpływa w sposób znaczący na relaksację. Zmiany te mają
charakter oscylacyjny. Im grubsza próbka tym relaksacja zachodzi wolniej. Ma to
związek z długością fononu odpowiedzialnego za proces. Gdy jego długość jest
porównywalna z długością próbki, relaksacja zachodzi szybciej. Dla stanów znaj-
dujących się w kropce kwantowej (lewy panel rysunku 3.5), a zatem w sytuacji
gdy VQD ma ujemne wartości, długość fononu związanego z przejściem ze stanu 01
do 00 (kilka meV) jest rzędu kilku nanometrów, stąd wysoka wartość dla próbek
o grubości 5 - 10 nm i silna zależność od grubości. Stany znajdujące się w pierście-
niu (prawy panel rysunku 3.5) są zbliżone energetycznie (różnice to dziesiąte części
meV) stąd długość fononu odpowiedzialnego za relaksację jest znacznie większa
od rozmiarów próbki i nie zależy znacząco od grubości.
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Rysunek 3.5: Wykres przedstawiający zależność szybkości relaksacji od gru-
bości próbki dla VQD = -6 meV (lewa strona) i VQD = 6 meV (prawa strona).
Widoczne są oscylacje związane z różnicą energetyczną pomiędzy stanami. Czer-
wony kolor odpowiada za relaksację 01 → 00, niebieski 10 → 00 zaś zielony za
relaksację pośrednią pomiędzy 01 i 10.
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Rysunek 3.6: Wykres przedstawiający zależność szybkości relaksacji ze stanu
01 do stanu 00 od grubości próbki dla różnych VQD [61]. Dla grubości między
4.8 nm a 5.4 nm jest w całym zakresie rzędu GHz.
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3.2.2 Wpływ potencjału kropki na szybkość relaksacji
Podobnie jak w przypadku relaksacji orbitalnej kluczowe jest wzajemne przy-
krywanie się funkcji falowych oraz różnica energetyczna pomiędzy uwzględnianymi
stanami. Dla skrajnych (ujemnych i dodatnich) wartości VQD przykrywanie się sta-
nów podstawowego i pierwszego wzbudzonego jest wysokie [panel a) rysunku 3.7].
Stany w pierścieniu mają nieznacznie większe przykrywanie od stanów osadzonych
w kropce. Najmniejsze przykrywanie stanów 00 i 01 następuje dla VQD wynoszą-
cego 1 meV i wtedy stany są odseparowane. Wówczas dla próbki o grubości 5nm
szybkość relaksacji jest najniższa (rysunek 3.6). W odróżnieniu od relaksacji spi-
nowej, zgodnie ze wzorem złotej reguły Fermiego, im większa różnica energetyczna
tym krótszy czas relaksacji [równanie (3.10)].
Specyficzny charakter wykresu relaksacji pośredniej [panel b) rysunku 3.7] ze
stanu 01 do 10 (10 do 01) wynika z przecinania się linii widma energetycznego
w obszarze VQD od -2 do 2 meV. W miejscu przecięcia się stanów staja się one
zdegenerowane i czas relaksacji dąży do nieskończoności.
Charakterystyczny pik na wykresie relaksacji ze stanu 10 do 00 [panel c)
rysunku 3.7] wynika z nakrywania stanów. Oba stany zmieniają położenie w po-
dobnym zakresie VQD. Stan 00 przelewa się do części pierścieniowej, a stan 10 do
kropkowej, w związku z tym w wymienionym zakresie VQD ich nakrywanie się jest
duże.
3.2.3 Wnioski
Specyficzna budowa układu DRN pozwala na manipulację funkcjami falo-
wymi, co przekłada się na współczynnik ich nakrywania, który jest kluczowym
parametrem wyznaczającym czas relaksacji. Przy manipulacji VQD zarówno spi-
nowa jak i orbitalna relaksacja może ulec zmianie nawet o kilka rzędów. Szybkość
relaksacji w sytuacji, gdy stany są odseparowane, jest znacznie większa niż w przy-
padku kropek i pierścieni o podobnych wymiarach. Pozwala to na zastosowanie
DRN w roli qubitów.
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Rysunek 3.7: Wykres przedstawiający zależność szybkości relaksacji od VQD
[61] dla przejść a) 01 → 00, b) 10 → 00 c) relaksacji pośredniej pomiędzy
stanami 01 i 10.
Rozdział 4
Transport ładunku
Transport elektronu przez nanoukłady jest tematem zainteresowania wielu
grup badawczych [17, 41, 70, 82, 86–91]. Przepływ ładunku przez nanoukład jest
możliwy, gdy istnieje chociaż jeden poziom energetyczny między potencjałem źró-
dła a drenu, w tzw. bias window µS − µD = −|e|VSD. W przeciwnym razie liczba
elektronów w układzie pozostaje stała [17].
Rysunek 4.1: Schemat poziomów oraz wykres zależności prądu od napięcia na
bramce [17]. Strzałki pokazują związek pomiędzy obecnością (b) i brakiem (a)
stanu w biaswindow, a prądem przepływającym przez układ.
53
Transport ładunku - wstęp 54
Na rysunku 4.1 przedstawiony został wykres zależności prądu płynącego przez
kropkę kwantową (podobne zachowanie występuje dla pierścieni i DRN, zatem
zasada zostanie wyjaśniona w oparciu o kropki kwantowe) od napięcia na bramce.
Przyjmuje on formę charakterystycznych pików w stałej odległości równej Ead.
Pik osiąga swoje maksimum dla sytuacji nakreślonej na panelu b) rysunku 4.1,
gdzie stan o potencjale chemicznym µ(N) mieści się pomiędzy potencjałem źródła
i drenu. Przepływ ładunku spada do zera w sytuacji przedstawionej na panelu
a), gdy stan o potencjale chemicznym µ(N − 1) jest poniżej potencjału drenu,
natomiast o potencjale µ(N) powyżej potencjału źródła.
Rysunek 4.2: Schemat wysokiegobias window [17]. Panele a) i b) zawierają
wszystkie możliwe przejścia wraz z przypisanymi im kolorami oraz odpowiada-
jącymi różnicami energetycznymi. Panel c) zawiera diagram z liniami reprezen-
tującymi (odpowiednio dla danych przejść przy zachowaniu spójności kolory-
stycznej) sytuację gdy potencjał chemiczny przejścia jest równy potencjałowi
źródła bądź drenu oraz schematy przedstawiające schematybias window.
Dla odpowiednio dużej różnicy potencjałów należy uwzględnić także wkład
stanów wzbudzonych. Drabinka stanów z rysunku 4.2 uwzględnia większą ilość
stanów biorących udział w transporcie. Przy zmianach różnicy potencjału źródła
i drenu oraz napięcia na bramce schemat przyjmuje charakterystyczny kształt
litery ”V”, gdzie przepływ jest możliwy wewnątrz i na ramionach wykresu, a jest
zabroniony poza nimi. Przewodnictwo różniczkowe przyjmuje wartość niezerową
tylko na granicy obszaru (linia ciągła i przerywana).
W przypadku układu dwóch (i więcej) kropek przy niewielkiej różnicy poten-
cjałów transport jest możliwy tylko w punktach potrójnych (dla większych różnic
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Rysunek 4.3: Potencjał elektrochemiczny układu i odpowiadające mu stany
w zależności od napięcia na bramkach [17]. Linie na diagramie odpowiadają
sytuacjom gdy potencjały elektrochemiczne kropek są równe potencjałom elek-
trochemicznym elektrod, co obrazują miniatury ze schematami bias window. Na
panelu po prawej stronie jest powiększenie fragmentu diagramu.
potencjałów źródło-dren są to większe obszary) zaznaczonych na rysunku 4.3, czyli
wtedy gdy jest spełniony warunek: µsource ­ µ1(N,M) ­ µ2(N,M) ­ µdrain, gdzie
N i M to liczby elektronów w pierwszej i drugiej kropce.
W zależności od stałej tunelowania tc elektrony mogą być zlokalizowane, bądź
okupować orbitale wiążący ψB i antywiążący ψA będące superpozycją stanów jed-
nokropkowych φ1 i φ2. Dla równych potencjałów chemicznych kropek orbital wią-
żący ma energię obniżoną o |tc| a antywiążący zwiększoną o tę sama wartość. Tym
samym odległość punktów potrójnych wzrasta o dwukrotność tej wartości.
Przepływ przez układ dwóch [92–94] (bądź więcej [95–99]) kropek oraz pier-
ścieni [99] został dokładnie omówiony. Transport przez układ wielu DRN-ów (ry-
sunek 4.4) można opisać za pomocą Hamiltonianu Andersona [100]
H = ∑
〈i,j〉σ
(tij − QRδij) c†iσcjσ − QD
∑
iσ
f †iσfjσ + V
∑
iσ
(
f †iσciσ + H.c.
)
(4.1)
+
UQD
2
∑
i
ni(ni − 1),
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gdzie ni jest liczbą elektronów w węźle, tij jest energią przeskoku do sąsiednich
pierścieni, UQD opisuje oddziaływanie elektronów w tej samej kropce, c
†
iσ oraz ciσ
(f †iσ oraz fiσ ) są odpowiednio operatorami kreacji i anihilacji elektronu w i-tym
pierścieniu (kropce) zaś QR (QD) energią elektronu. V odpowiada za hybrydyzację
pomiędzy stanami w kropce i pierścieniu kwantowym na tym samym węźle.
Rysunek 4.4: Układ wielu DRN z elektronem w części kroplowej (po lewej)
będący izolatorem i pierścieniowej (po prawej) o charakterystyce przewodnika
[46]. U góry odpowiadające sytuacji uproszczone wykresy potencjału definiują-
cego oraz funkcji falowej.
Transport przez strukturę jest uzależniony od prawdopodobieństwa tunelowa-
nia elektronu przez układ. Dla DRN jest on ściśle związany z potencjałem kropki
kwantowej. Stany znajdujące się w kropce są słabo sprzężone z elektrodami, te,
znajdujące się w pierścieniu, silniej. Układ w którym funkcja falowa jest zlokalizo-
wana głównie w pierścieniu (kropce) zachowuje się jak przewodnik (izolator).
Transport ładunku - wstęp 57
4.1 Równania ruchu
Tunelowanie elektronu z jednej strony jest ograniczone przez sprzężenie z elek-
trodami, z drugiej zaś, przez obsadzenie stanów w układzie i elektrodach [101].
Przyjmuje się, że elektrody posiadają ciągłe widmo, zaś widmo układu jest skwan-
towane. Przy założeniu zerowej temperatury ewolucja w czasie obsadzenia stanu
j wyraża się wzorem:
ρ˙j = ΓSj
(
1−
n0−1∑
i=0
diρi
)
+
n0−1∑
i=j+1
diwi→jρi −
ΓDj + j−1∑
i=0
diwj→i
 ρj, (4.2)
gdzie n0 to liczba stanów w biaswindow, Γ
j
S i Γ
j
D to częstości tunelowania elektronu
z i do drenu, ρj obsadzeniem stanu j, di jest degeneracją stanu i, a wj→i częstością
tunelowania ze stanu j do stanu i.
Rysunek 4.5: Schematyczny zapis procesów wpływających na obsadzenie sta-
nu j (ρj) [61]. Po lewej i prawej stronie na niebiesko zaznaczono elektrody
wraz z ich potencjałami elektrochemicznymi. Ciągła gruba pozioma linia ozna-
cza potencjał stanu j. Przerywane poziome linie opowiadają wyższym i niższym
stanom znajdującym się pomiędzy potencjałem źródła i drenu. Pionowe strzałki
odpowiadają procesom relaksacji zwiększającym (linia ciągła) bądź zmniejsza-
jącym (linie kropkowane) ρj . Strzałki prowadzące od i do elektrod symbolizują
tunelowanie elektronu.
Elektron może obsadzić stan j tunelując do niego ze źródła - wyraz propor-
cjonalny do ΓjS o ile układ nie jest w pełni obsadzony, bądź relaksując z wyższych
Transport ładunku - wstęp 58
stanów energetycznych - drugi wyraz równania (4.2). Zwolnienie poziomu następu-
je, gdy elektron przetuneluje do drenu (ΓjD) bądź zrelaksuje do któregoś z niższych
energetycznie stanów - ostatni człon równania (4.2). Schematyczny zapis powyż-
szych procesów znajduje się na rysunku 4.5.
Powyższe równania można zastosować z drobnymi modyfikacjami dla układów
o skończonej temperaturze lub w obecności pola magnetycznego, wówczas równa-
nia na obsadzenie stanu przyjmują postać:
[f iSΓ
i
S + f
i
DΓ
i
D](1−
∑
j
ρj)− [f iSΓiS + (1− f iD)ΓiD]]ρi +W (i) = 0, (4.3)
gdzie i oznacza liczby kwantowe nl ↑↓, f iS (f iD) są funkcjami rozkładu Fermiego-
Diraca dla elektrod, a W (i) członem odpowiadającym za relaksację spinową i
orbitalną. Jeśli nie zaznaczono inaczej, przyjmujemy, że temperatura jest na tyle
niska, że można zaniedbać rozmycie poziomów, zaś pole magnetyczne jest równe
0 T.
Dla stanów stacjonarnych układ równań można zapisać w formie macierzowej:

ΓS0 +
1
d0
ΓD0 Γ
S
0 − w1→0 ΓS0 − w2→0 . . .
ΓS1 Γ
S
1 +
1
d1
(
ΓD1 + w1→0
)
ΓS1 − w2→1 . . .
ΓS2 Γ
S
2 Γ
S
2 +
1
d2
(
ΓD2 + w2→0 + w2→1
)
. . .
ΓS3 Γ
S
3 Γ
S
3 . . .
· · · · · · · · · . . .
ΓSn0−1 Γ
S
n0−1 Γ
S
n0−1 . . .
. . . ΓS0 − w(n0−1)→0
. . . ΓS1 − w(n0−1)→0
. . . ΓS2 − w(n0−1)→0
. . . ΓS3 − w(n0−1)→0
. . . . . .
. . . ΓSn0−1 +
1
dn0−1
(
ΓDn0−1 +
n0−2∑
i=0
w(n0−1)→i
)


ρ¯0
ρ¯1
ρ¯2
ρ¯3
· · ·
ρ¯n0−1

=

ΓS0
ΓS1
ΓS2
ΓS3
· · ·
ΓSn0−1

(4.4)
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Rozwiązaniem są obsadzenia wszystkich stanów w bias window, które na-
stępnie umieszczamy we wzorze na całkowity prąd, będący sumą prądów przez
pojedyncze stany:
I =
n0−1∑
i=0
I ini =
n0−1∑
i=0
Iouti , (4.5)
gdzie:
I ini = eΓ
S
i (1− ρi), Iouti = eΓDi ρi, (4.6)
oznaczają prąd wpływający na poziom i (I ini ) oraz wypływający z poziomu i (I
out
i ).
4.1.1 Metoda Bardeena
Częstość tunelowania Γ elektronu zależy od nakrywania się funkcji falowych
układu z elektrodami, na którego wielkość wpływają geometria układu i elektrod
oraz wzajemna ich odległość [102, 103]. Częstość tunelowania w tym przybliże-
niu jest ściśle zależna od nakrywania się funkcji falowych układu i elektrody. Co
przedstawiono schematycznie na rysunku 4.6 (dokładna zależność częstości tune-
lowania od VQD znajduje się na rysunku 4.8). Stany znajdujące się w kropce są
gorzej sprzężone od stanów znajdujących się w pierścieniu.
Rysunek 4.6: Schematyczne przedstawienie zależności częstotliwości tunelo-
wania od potencjału definiującego strukturę [61]. Po lewej (prawej) układ słabo
(silnie) sprzężony z elektrodami. Zielone pole pokazuje obszar przykrywania
funkcji falowych tzw. overlap factor.
Przybliżenie Bardeena [102, 104–107] pozwala oszacować Γ przy następują-
cych założeniach:
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1. sprzężenie układu i elektrod jest na tyle niskie, że można rozwiązać równania
Schro¨dingera oddzielnie dla nanoukładu i elektrod,
2. funkcje podukładów są ortogonalne.
Na rysunku 4.7 przedstawiono geometrię układu spełniającego powyższe założenia.
DRN został połączony szeregowo z elektrodami znajdującymi się w odległości x1,
powierzchnia wzdłuż której liczona jest całka znajduje się w odległości x0 od środka
układu współrzędnych.
x
y
DRN
SOURCE
DRAIN
S
x0 x1
Rysunek 4.7: Geometria układu DRN i elektrody wykorzystana do obliczeń
częstotliwości tunelowania [61].
Opierając się na tym założeniu częstość tunelowania można wyliczyć korzystając
z poniższej formuły:
Γ() = 2pi
∑
k
|tk|2δ (− k) . (4.7)
Elementy macierzy tunelowania tk mogą zostać obliczone jako:
tk =
~
2m∗
∫
S
~dS ·
(
ψ∗k ~∇Ψnl −Ψnl~∇ψ∗k
)
, (4.8)
gdzie S jest powierzchnią, zaznaczoną przerywaną linią na rysunku 4.7, po której
następuje całkowanie, Ψnl są funkcjami falowymi DRN, a ψk elektrody. Przyjmują
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one postać:
ψk(r) =
√
2
L
eikyy sin
(
θ
2
)
eκ(x−x1), (4.9)
k =
~2k2y
2m∗
+ U − ~
2κ2
2m∗
, (4.10)
gdzie:
κ =
1
~
√√√√2m∗ (U − ~2k2x
2m∗
)
, (4.11)
sin θ =
2κkx
κ2 + k2x
. (4.12)
Funkcje falowe DRN mają postać:
Ψnl = Rnl(r)eilφ = Rnl(
√
x2 + y2)eil arc tg
y
x . (4.13)
Podstawiając funkcje falowe do równania 4.8 i przechodząc do biegunowego układu
współrzędnych (r i φ) otrzymujemy wzór na tk następującej postaci:
tk =
√
2~x0
2m∗L
sin
(
θ
2
)
eκ(x0−x1)
∫ pi/2
−pi/2
dφ
ei(kyx0 tg φ+lφ)
cos2 φ
,
×
[
R′nl
(
x0
cosφ
)
cosφ+Rnl
(
x0
cosφ
)(
il sin 2φ
2x0
− κ
)]
,
(4.14)
gdzie R′nl jest pochodną funkcji falowej DRN.
Odległość elektrody x1 od układu determinuje Γ, im większa tym częstość jest
niższa. Jednak stosunek częstości tunelowania różnych stanów jest niezależny od
odległości elektrody, a zależy jedynie od geometrii układu [87, 108]. Metodę Bar-
deena zastosowano również do stanów wieloelektronowych [109].
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Rysunek 4.8: Częstotliwość tunelowania jako funkcja VQD [61]. Po prawej stro-
nie te same częstości w skali logarytmicznej z szybkością relaksacji jako odno-
śnikiem.
4.1.2 Porównanie wyników z pakietem Kwant
Pakiet Kwant wylicza przewodnictwo dla wybranego nanoukładu. Przy zasto-
sowaniu wzoru Brighta-Wignera [110–112] istnieje możliwość wyliczenia częstości
tunelowania poprzez wyznaczenie szerokości połówkowej piku przewodnictwa.
G(ω) =
e2
h
Γ2
(ω − E0)2 + Γ2 , (4.15)
gdzie G jest przewodnictwem układu, E0 energią stanu, a Γ częstością tunelowania.
Na rysunku 4.9 znajduje się przewodnictwo wyliczone za pomocą pakietu Kwant
oraz otrzymane w oparciu o formułę ze wzoru (4.15) dla VQD = 1 meV.
Powyższy wzór działa dla układów słabo sprzężonych z elektrodami. W tym za-
kresie otrzymujemy dużą zgodność z wynikami otrzymanymi dzięki przybliżeniu
Bardeena co przedstawiono na rysunku 4.10.
W związku z tym, że pakiet Kwant nie uwzględnia relaksacji pomiędzy stana-
mi (ani spinowej ani orbitalnej) w obliczeniach posłużono się częstościami otrzy-
manymi przy zastosowaniu podejścia Bardeena.
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Rysunek 4.9: Pik przewodnictwa dla VQD = 1 meV [63]. Szerokość połówkowa
piku przewodnictwa odpowiada dwukrotności częstotliwości tunelowania.
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Rysunek 4.10: Porównanie częstości tunelowania otrzymanej przy zastosowa-
niu podejścia Bardeena (niebieska ciągła linia) i pakietu Kwant (gwiazdki)[63].
4.2 Symetryczne bariery
Specyficzna budowa DRN umożliwia - poprzez zmianę napięcia na bramce
VQD - manipulowanie kształtem funkcji falowej, który z kolei wpływa na sprzężenie
z elektrodami.
Ogólna idea zostanie przedstawiona przy założeniu, że tylko jeden stan bierze
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Rysunek 4.11: Schematyczny zapis procesów transportu jednoelektronowego
[61]. Na zielono zaznaczono elektrody oraz bramkę, niebieskim i czerwonym
DRN. Elektron tuneluje ze źródła do układu z częstością ΓS skąd tuneluje do
drenu z częstością ΓD. Parametry układu są modyfikowane przez potencjał na
bramce.
udział w transporcie. Uproszczony schemat układu został przedstawiony na ry-
sunku 4.11. Elektron tuneluje ze źródła do układu, gdzie tylko stan podstawowy
może zostać obsadzony, a następnie do drenu. Zmianę obsadzenia stanu opisuje
poniższe równanie:
ΓS(1− ρ0)− ΓDρ0 = 0, (4.16)
którego rozwiązaniem jest:
ρ0 =
ΓS
ΓS + ΓD
. (4.17)
Wzór wyrażający wartość natężenia prądu w takiej sytuacji wygląda następująco:
I = e
ΓSΓD
ΓS + ΓD
, (4.18)
gdzie ΓS (ΓD) jest częstością tunelowania elektronu ze źródła do DRN (z DRN do
drenu). Dla symetrycznych barier (ΓS = ΓD = Γ) wzór przyjmuje postać:
I = e
Γ
2
. (4.19)
W tym przypadku prąd zależy liniowo od sprzężenia Γ. Dla ujemnych i bliskich
zeru wartości VQD funkcja falowa jest zlokalizowana w kropce kwantowej, w efekcie
czego prąd przepływający przez strukturę jest niski. Zwiększenie potencjału VQD
do wartości dodatnich powoduje stopniowe ”przelewanie się” funkcji falowej do
pierścienia i wzrost częstości tunelowania, a zatem i natężenia prądu. Zależność ta
została przedstawiona na 4.12; jej charakter jest uzależniony od wysokości bariery.
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Rysunek 4.12: Prąd jako funkcja potencjału VQD (czerwona linia) w jednost-
kach względnych [84]. Na panelach znajdują się funkcje falowe (niebieski obszar)
dla poszczególnych punktów. Kropkowana (przerywana) linia pokazuje środek
bariery (pierścienia). W miarę zwiększania VQD funkcja falowa ulega przesu-
nięciu z kropki do pierścienia czemu towarzyszy zwiększenie amplitudy prądu
przepływającego przez DRN.
Tak zbudowany układ może pełnić funkcję tranzystora opartego na jednym
elektronie (single electron transistor), który działa na innej zasadzie niż tradycyj-
ny tranzystor [113–116]. Im wyższa bariera, tym bardziej stromy staje się wykres
zależności amplitudy prądu od VQD oraz wyższy pik przedstawiający pochodną
natężenia prądu po zmianie napięcia na VQD (rysunek 4.13). Dla odpowiednio wy-
sokiej bariery, ”przelanie się” funkcji następuje gwałtownie. Wzrasta też nieznacz-
nie amplituda prądu. Zwiększanie wysokości bariery powoduje nieznaczne zmniej-
szenie rozmiarów efektywnych zarówno części kropkowej i pierścieniowej (studnia
potencjału jest węższa i głębsza), a zatem i zwężenie funkcji falowej. Powoduje to
również, że skupienie się funkcji falowej w jednej części (np. kropce) jest korzyst-
niejsze energetycznie od rozmycia po całym układzie, gdy funkcja falowa znajduje
się zarówno w kropce, jak i pierścieniu.
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Rysunek 4.13: Charakterystyka prądowa DRN dla różnych wysokości barie-
ry (10, 20, 30 meV) [61]. Czerwona linia to amplituda prądu płynącego przez
układ, na panelach niebieską linią zaznaczono przewodnictwo różniczkowe. Im
wyższa bariera tym bardziej stromy jest wykres i wyższy pik przewodnictwa
różniczkowego.
Dla DRN o wysokości bariery V0 = 20 meV stosunek prądu płynącego przez
DRN dla stanu on (dla VQD = 4 meV) do wartości w stanie off (VQD = -1 meV)
wynosi około 830. Przy przełączaniu w mniejszym zakresie zmian VQD (z 1.5 meV
na 3.5 meV) jest on rzędu 35. Dla porównania dla V0 = 30 meV stosunek ten przy
przełączaniu VQD w tym samych zakresach wynosi odpowiednio 4600 i 250.
4.2.1 Zwiększanie liczby stanów
Z uwagi na niewielkie odległości pomiędzy stanami energetycznymi często
konieczne jest uwzględnienie większej liczby stanów w obliczeniach, między innymi
transportu ładunku. Każdy dodatkowy stan to dodatkowe równanie w układzie
równań (4.4). Poniżej zamieszczono wyniki dla stopniowo zwiększającej się liczby
stanów (1, 2, 3 i 4). Ogólna charakterystyka pozostaje niezmienna, zwiększa się
tylko maksymalny prąd płynący przez strukturę. Ma to związek z szybką relaksacją
pomiędzy stanami wzbudzonymi a podstawowym, przez co wkład w całkowity prąd
pochodzący z nich jest znikomy (wstawka na rysunku 4.14).
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Rysunek 4.14: Prąd płynący przez DRN jako funkcja VQD dla różnej liczby
stanów. Kolejne kolory (zielony, czerwony, niebieski, czarny) odpowiadają sytu-
acjom, w którym do wyliczenia amplitudy prądu uwzględniono odpowiednio 1,
2, 3 i 4 stany elektronowe (o numerach kwantowych 00, 01, 02 i 10). Na panelu
w skali logarytmicznej przedstawiono składowe pochodzące od poszczególnych
stanów (żółty dla stanu podstawowego) oraz prąd całkowity (czarna linia).
4.2.2 Stany niestacjonarne
W sytuacji, gdy z racji ustawienia potencjałów źródła i drenu w DRN nie znaj-
duje się żaden elektron, bądź znajduje się jeden, który nie może opuścić struktury,
transport nie odbywa się. Zmiana napięcia źródło-dren powoduje zmianę obsadze-
nia i przepływ prądu. Szybkość zmiany obsadzenia dana jest przez różnice prądu
wpływającego i wypływającego:
q˙ ≡ eρ˙ = eΓL(1− ρ)− eΓRρ, (4.20)
stąd:
ρ(t) =
ΓL
ΓL + ΓR
+ C1e−(Γ
L+ΓR)t. (4.21)
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W sytuacji, gdy DRN w chwili t0 jest pusty (ρ(0) = 0), wzór opisujący obsadzenie
stanów wygląda następująco (czerwona linia na wykresie 4.15):
ρ(t) =
ΓL
ΓL + ΓR
[
1− e−(ΓR+ΓL)t
]
, (4.22)
zaś dla sytuacji, gdy w DRN znajdował się elektron (ρ(0) = 1), zmianę obsadze-
nia stanu podstawowego można wyrazić następującym wzorem (zielona linia na
wykresie 4.15):
ρ(t) =
ΓL
ΓL + ΓR
+
ΓR
ΓL + ΓR
e−(Γ
R+ΓL)t. (4.23)
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Rysunek 4.15: Obsadzenie stanu podstawowego w DRN i różnica potencjałów
jako funkcja czasu
Wraz ze wzrostem liczby stanów pomiędzy źródłem a drenem zmienia się licz-
ba równań różniczkowych do rozwiązania. Po uwzględnieniu jednego stanu wzbu-
dzonego układ równań na obsadzenie stanu podstawowego ρ0 oraz wzbudzonego
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ρ1 przyjmie następującą postać:
eρ˙0 = eΓLG(1− ρ0 − dρ1) + wdρ1 − eΓRGρ0, (4.24)
eρ˙1 = eΓLE(1− ρ0 − dρ1)− wdρ1 − eΓREρ1. (4.25)
Rozwiązania numeryczne otrzymano dzięki zastosowaniu metody Eulera. W za-
leżności od potencjału kropki kwantowej wyróżniamy trzy sytuacje:
1. Stan podstawowy i wzbudzony w kropce kwantowej.
Całkowite obsadzenie struktury (lewy panel rysunku 4.16) jest wysokie z po-
wodu niskiej częstotliwości tunelowania. Czas potrzebny do obsadzenia do-
wolnego stanu w DRN jest długi. Elektron w stanie wzbudzonym zdąży zre-
laksować do stanu podstawowego, przez co transport odbywa się tym stanem
(prawy panel rysunku 4.16). Ustalenie równowagi trwa kilkaset nanosekund.
Rysunek 4.16: Obsadzenie stanu podstawowego i wzbudzonego (po lewej stro-
nie) oraz całkowity prąd (prawa strona) dla VQD = −5 meV. Obsadzenie stanu
podstawowego (wzbudzonego) wykreślono ciągłą czerwoną (przerywaną niebie-
ską) linią.
2. Stan podstawowy w kropce kwantowej, a wzbudzony w pierścieniu.
Stan wzbudzony jest silniej sprzężony z elektrodami, przez co przez na sa-
mym początku jego obsadzenie jest niezerowe(lewy panel rysunku 4.17) wno-
si znaczący wkład do prądu płynącego przez strukturę (prawy panel rysunku
4.17). Szybka relaksacja powoduje, że wkład ten szybko maleje i główną ro-
lę w transporcie zaczyna odgrywać stan podstawowy. Ustalenie równowagi
trwa kilkanaście nanosekund.
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Rysunek 4.17: Obsadzenie stanu podstawowego i wzbudzonego oraz całkowi-
ty prąd dla VQD = −1 meV. Obsadzenie stanu podstawowego (wzbudzonego)
wykreślono ciągłą czerwoną (przerywaną niebieską) linią.
3. Stan podstawowy i wzbudzony w pierścieniu kwantowym.
Obydwa stany są dobrze sprzężone, zaś relaksacja jest o rząd wielkości więk-
sza od częstotliwości tunelowania (lewy panel rysunku 4.18). Transport od-
bywa się przez stan podstawowy (prawy panel rysunku 4.18). Ustalenie rów-
nowagi jest rzędu pojedynczej nanosekundy.
Rysunek 4.18: Obsadzenie stanu podstawowego i wzbudzonego oraz całkowity
prąd dla VQD = 5 meV.Obsadzenie stanu podstawowego (wzbudzonego) wykre-
ślono ciągłą czerwoną (przerywaną niebieską) linią.
4.3 Niesymetryczne bariery
Gdy odległość elektrod źródło/dren od DRN jest różna, a zatem częstotliwości
tunelowania elektronu z układu do elektrod nie są równe, nie można uprościć
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wzoru (4.18). Jednak w sytuacji, gdy obliczenia przeprowadzane są dla jednego
stanu, wynik nie zależy od tego czy prąd płynie z lewej strony do prawej, czy
odwrotnie. Zwiększenie napięcia między źródłem a drenem wprowadza kolejny
stan, który należy uwzględnić w obliczeniach. Stanem podstawowym dla całego
zakresu jest stan 00 (liczby kwantowe n i l równe 0). Dla niskich i wysokich VQD
pierwszym stanem wzbudzonym jest stan 01, zaś dla wartości VQD bliskich zeru
stan 10 (rysunek 2.7). Układ równań opisujący transport elektronu przez strukturę
wygląda następująco:
ΓS1 (1− ρ0 − ρ1)− wρE − ΓD1 ρ1 = 0, (4.26)
ΓS0 (1− ρ0 − ρ1) + wρE − ΓD0 ρ0 = 0. (4.27)
Jego rozwiązanie pozwala nam obliczyć składowe prądu przez poszczególne stany:
I1 =
ΓD1 Γ
S
1 Γ
D
0
(ΓS1 d+ ΓD1 )ΓD0 + (ΓS1 d+ ΓS0 d+ ΓD0 d)w + ΓS0 ΓD1
, (4.28)
I0 =
ΓD0 ((Γ
S
1 d+ Γ
S
0 d)w + Γ
S
0 Γ
D
1 )
(ΓS1 d+ ΓD1 )ΓD0 + (ΓS1 d+ ΓS0 d+ ΓD0 d)w + ΓS0 ΓD1
. (4.29)
Γ w ogólności oznacza prawdopodobieństwo tunelowania, indeks górny odpowiada
za kierunek transportu: S ze źródła do DRN, D z DRN do drenu. Indeks dolny
numeruje stany: 0 (podstawowy) oznacza stan podstawowy, zaś 1 (wzbudzony)
wzbudzony. Ze względu na to, że uwzględniono tylko jeden stan wzbudzony (ana-
liza dla większej ilości stanów znajduje się w dalszej części pracy) szybkość relak-
sacji w i degeneracja stanu wzbudzonego d nie są indeksowane. W przeciwieństwie
do układu o symetrycznych barierach zmiana kierunku przepływu prądu zmie-
nia końcową postać wzoru określającego amplitudę prądu. Wzór ogólny na prąd
w kierunku przewodzącym (If ) i zaporowym (Ir) przyjmuje wtedy następującą
postać:
Ir = e
ΓS0 (Γ
S
1 + dw)(Γ
D
0 + Γ
D
1 )
(ΓD0 + ΓS0 )(ΓS1 + dw) + dΓD1 (ΓS0 + w)
, (4.30)
If = −e Γ
D
0 (Γ
D
1 + dw)(Γ
S
0 + Γ
S
1 )
(ΓD0 + ΓS0 )(ΓD1 + dw) + dΓS1 (ΓD0 + w)
. (4.31)
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Różnica pomiędzy wartością natężenia prądu przepływającego w różnych kierun-
kach występuje między innymi w prostownikach opartych na potrójnych kropkach
kwantowych [117], nanodrutach [118] czy diodach półprzewodnikowych i jest wy-
korzystywana do prostowania napięcia przemiennego oraz demodulacji sygnałów
w odbiornikach radiowych. Przy odpowiednio dobranych parametrach DRN jest
w stanie wykazać podobne zachowanie. Warunkiem wykorzystania DRN w roli
prostownika jest złamanie symetrii zarówno ΓS  ΓD jak i ΓG  ΓE, z cze-
go pierwszy warunek można spełnić dobierając odpowiednio odległości elektrod.
W prawdzie stan podstawowy jest gorzej sprzężony dla całego zakresu VQD, jednak
dla wysokich VQD różnica sprzężeń jest niewystarczająca by różnica w przepływie
prądu była widoczna, a dla niskich VQD prąd płynacy przez ukłąd jest niemie-
rzalny. W związku z tym drugi warunek jest spełniony dla określonego przedziału
VQD, w którym wzór można uprościć do poniższej formy:
If = −e dΓ
S
E(Γ
D
E + w)
ΓDE + dw
(
1 + Γ
S
E
ΓDG
) , (4.32)
Ir = e
ΓSG(w + Γ
S
E)
w
. (4.33)
Dla kierunku przewodzenia, którego schemat został przedstawiony po lewej stronie
na rysunku 4.19 elektron znajdujący się w źródle może obsadzić jeden z dwóch
stanów DRN:
• stan wzbudzony, z którego może przetunelować do drenu lub zrelaksować do
stanu podstawowego,
• stan podstawowy, który może opuścić tunelując do drenu.
W kierunku zaporowym [rysunek 4.19 b)] sytuacja wygląda podobnie, z tym
że elektron znajdujący się w stanie podstawowym (czy to przez tunelowanie z elek-
trody, czy przez relaksację), nie jest w stanie opuścić układu z racji słabego sprzę-
żenia z elektrodą. Blokada kulombowska uniemożliwia dodanie kolejnego elektronu
do układu, przez co prąd nie płynie przez strukturę.
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Rysunek 4.19: Schemat działania prostownika [61]. Po lewej (prawej) kierunek
przewodzenia (zaporowy). Przerywane czerwone linie odpowiadają za tunelowa-
nie elektronu z i do elektrod, czerwona kropkowana oznacza, że stan jest na tyle
słabo sprzężony, ze odpowiadający mu prąd jest poniżej granicy mierzalności.
Czarna strzałka to relaksacja orbitalna.
Ustalając konkretną odległosć układu od elektrod definiujemy ogólny stosu-
nek zależnej od niej częstotliwosci tunelowania do relaksacji, która zależy tylko
i wyłącznie od cech układu, jej zależność od potencjału kropki kwantowej (więcej
w rozdziale 3) i dla całego zakresu VQD jest rzędu gigaherców. W związku z tym po-
niżej zostaną rozważone trzy reżimy opisujące stosunek częstotliwości tunelowania
do szybkości relaksacji. Następnie zostaną podane wyniki uwzględniające obecność
3 stanów o potencjale chemicznym pomiędzy potencjałem źródła a drenu.
4.3.1 Γmax  w
W przypadku, gdy układ znajduje się bardzo blisko elektrod częstotliwość
tunelowania jest znacznie wyższa od szybkości relaksacji, co ma miejsce gdy sprzę-
żenie z elektrodami jest wysokie, elektron znajdujący się w stanie wzbudzonym,
nie zdąży zrelaksować. Zakładając ΓD/ΓS = κ 1 stosunek prądów można opisać
w następujący sposób jako
If
Ir
≈ d+ 1, (4.34)
gdzie d jest degeneracją stanu wzbudzonego. Wzór ten jest prawdziwy dla całe-
go zakresu VQD w przypadku układu silnie sprzężonego z elektrodami, wówczas
stosunek prądów płynących w kierunkach przewodzącym i zaporowym zależy tyl-
ko od degeneracji stanu wzbudzonego (rysunek 4.20). Gdy obie funkcje znajdują
się w kropce, prąd płynący w obu kierunkach jest stosunkowo niski. Zwiększenie
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potencjału VQD podnosi nieznacznie poziom prądu, ale zarówno w kierunku prze-
wodzenia, jak i zaporowym. Bez względu na wzajemne ułożenie funkcji falowych
układ nie spełni roli prostownika.
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Rysunek 4.20: Wykres prądu płynącego przez strukturę w kierunku przewo-
dzenia i zaporowym oraz stosunek tych prądów dla Γmax  w. Zielona (czer-
wona) krzywa to amplituda prądu w kierunku zaporowym (przewodzenia). Na
panelu stosunek amplitud prądu w kierunku przewodzenia do amplitudy w kie-
runku zaporowym. Skok wynika ze zmiany degeneracji związanej z przecięciem
się stanów (vide rysunek 2.7).
4.3.2 Γmax  w
Dla układu znacznie oddalonego od elektrod, czyli w przypadku bardzo słabe-
go sprzężenia układu z elektrodami, elektron znajdujący się w stanie wzbudzonym
w większości wypadków zrelaksuje do stanu podstawowego nim opuści strukturę.
Uproszczona postać wzoru wyrażającego prąd płynący przez strukturę wygląda
następująco:
If ≈ −e(ΓSE + ΓSG), (4.35)
Ir ≈ −eΓSG. (4.36)
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W ogólności stosunek prądu płynącego w kierunku przewodzącym, do prądu pły-
nącego w kierunku zaporowym jest równy stosunkowi częstotliwości tunelowania
elektronu przez stan wzbudzony, do częstotliwości tunelowania przez stan podsta-
wowy:
If
Ir
≈ Γ
S
E + Γ
S
G
ΓSG
. (4.37)
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Rysunek 4.21: Wykres prądu płynącego przez strukturę w kierunku przewo-
dzenia i zaporowym oraz stosunek tych prądów dla Γmax  w. Zielona (czer-
wona) krzywa to amplituda prądu w kierunku zaporowym (przewodzenia). Na
panelu stosunek amplitud prądu w kierunku przewodzenia do amplitudy w kie-
runku zaporowym. Skok wynika ze zmiany degeneracji związanej z przecięciem
się stanów (vide rysunek 2.7).
Stan podstawowy jest zawsze gorzej sprzężony od stanu wzbudzonego (rysunek
4.8), w związku z tym, powyższy stosunek zawsze będzie większy od jedności.
Dla niskich wartości VQD obydwa stany znajdują się w kropce, przy czym stan
wzbudzony z racji liczby wantowej l = 1 ma wyższe prawdopodobieństwo tunelo-
wania. Stosunek prądów wynosi około 40 (rysunek 4.21), jednak składowe prądu
są małe dla obydwu kierunków. Dla wartości VQD zbliżonych do zera stany są od-
separowane. Stan podstawowy znajduje się głównie w kropkowej części, zaś stan
wzbudzony przelewa do pierścieniowej. Powoduje to znaczny wzrost prądu w kie-
runku przewodzenia, przy nieznacznym wzroście w kierunku zaporowym. W tym
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zakresie stosunek ΓE do ΓG jest największy i wynosi około 100 (dla wyższej bariery
stosunek będzie wyższy). Dla wysokich wartości VQD zarówno stan podstawowy
jak i wzbudzony znajdują się w pierścieniu. Prąd płynący przez strukturę jest
wysoki bez względu na kierunek. W tym reżimie DRN może zostać zastosowany
z powodzeniem jako prostownik dla zakresu VQD od -3 meV do 0 meV.
4.3.3 Γmax ' w
Gdy częstotliwość relaksacji jest tego samego rzędu co częstotliwość tunelo-
wania, stosunek prądów (If/Ir) jest najwyższy.
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Rysunek 4.22: Wykres prądu płynącego przez strukturę w kierunku przewo-
dzenia i zaporowym oraz stosunek tych prądów dla Γmax'w. Zielona (czerwona)
krzywa to amplituda prądu w kierunku zaporowym (przewodzenia). Na panelu
stosunek amplitud prądu w kierunku przewodzenia do amplitudy w kierunku
zaporowym. Skok wynika ze zmiany degeneracji związanej z przecięciem się sta-
nów (vide rysunek 2.7).
W zakresie ujemnych VQD, gdy obydwa stany znajdują się w kropce, prąd bez
względu na kierunek jest niski. Zwiększenie potencjału kropki powoduje stopniowe
przelewanie stanu wzbudzonego do pierścienia. Podobnie jak w poprzednim przy-
padku, prąd w kierunku przewodzenia znacznie wzrasta, przy czym wzrost prądu
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w kierunku zaporowym jest niemal nieodczuwalny. Skok na rysunku 4.22 wynika
z przecięcia stanów i konieczności uwzględnienia stanu 10 zamiast stanu 01.
W tym przedziale DRN spełnia wymogi z początku rozdziału ( ΓS  ΓD oraz
ΓG  ΓE) dzięki czemu może funkcjonować jako prostownik o wysokiej skuteczno-
ści (dla porównania w kropce kwantowej stosunek prądów wynosi około 8), jednak
stany 01 i 10 są na tyle blisko energetycznie, że dobranie poziomów źródła i drenu
tak by objąć tylko dwa stany jest trudne. Należy uwzględnić obecność trzeciego
stanu.
4.3.4 Zwiększanie liczby stanów
Pojawienie się dodatkowego kanału o wysokiej częstości tunelowania wpływa
na zwiększenie natężenia prądu płynącego w kierunku przewodzenia (nawet o rząd
wielkości dla ujemnych VQD). Prąd w kierunku zaporowym również wzrasta.
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Rysunek 4.23: Wykres prądu płynącego przez strukturę w kierunku przewo-
dzenia (czerwona krzywa) i zaporowym (zielona krzywa) oraz stosunek tych
prądów (niebieska krzywa na wstawce) uwzględniający obecność trzech stanów.
Powoduje to wzrost stosunku prądów dla niskich VQD do blisko 400. Nie jest
to jednak dobry obszar działania dla prostownika z powodu niskiego natężenia
prądu w kierunku przewodzenia. Maksimum przypada w tym samym przedziale
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VQD co dla dwóch stanów, jednak jego wartość jest niższa z racji wolnej relaksacji
pośredniej.
4.3.5 Stany niestacjonarne
Podobnie jak w przypadku symetrycznych barier stan podstawowy odgrywa
dominującą rolę w transporcie ładunku. W zależności od kierunku przepływu sta-
ny wzbudzone mogą mieć mniejszy, lub większy wkład. Stan równowagowy dla
kierunku zaporowego uzyskiwany jest w kilka nanosekund. Poniżej nanosekundy
stany wzbudzone znacząco wpływają na prąd (skok widoczny na rysunku 4.24).
Powyżej nanosekundy, gdy elektron zdąży zrelaksować, stan podstawowy z powo-
du słabego sprzężenia jest całkowicie obsadzony uniemożliwiając przepływ prą-
du (blokada kulombowska). Kierunek przewodzenia osiąga stan równowagowy po
znacznie dłuższym czasie. Obsadzenie stanu podstawowego jest znacznie niższe niż
w przypadku kierunku zaporowego, a sprzężenie z drenem jest średnie, przez co
udział stanów wzbudzonych w przewodnictwie jest wyższy (rysunek 4.24). W efek-
cie prąd płynący przez strukturę jest mierzalny (5 pA) w przeciwieństwie do prądu
w kierunku zaporowym (25 fA).
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Rysunek 4.24: Obsadzenie poszczególnych stanów (zielony 00, niebieski 10,
czerwony 01) i amplituda prądu (inset) dla kierunku przewodzenia (lewy panel)
i zaporowego (prawy panel)
Rozdział 5
DRN w polu magnetycznym
Aby móc wykorzystywać spin elektronu jako nośnik danych niezbędne jest
wprowadzenie pola magnetycznego, którego wpływ na blokadę Kulombowską w po-
jedynczych i podwójnych kropkach kwantowych został omówiony między innymi
w [17, 101, 119–123]. Gdy jest ono różne od zera stany przestają być zdegenero-
wane ze względu na spin. W najprostszym przypadku wiąże się to z pojawieniem
się w polu magnetycznym rozszczepienia poziomów o wartości 12gµBB. Relaksacja
spinowa dla jednolitego pod względem materiału układu została omówiona w roz-
dziale 3. Wpływ pola dla pewnych sposobów wykonania DRN (przypadek CMS
z rozdziału 1.2) jest niestandardowy: modyfikacji ulegają funkcje falowe i różnica
energetyczna pomiędzy stanami o tych samych liczbach kwantowych, lecz różnych
spinach, staje się zmienną zależną od VQD (np. różnica pomiędzy stanami 00 ↓
i 00 ↑ będzie się zmieniać w zależności od VQD mimo stałego pola magnetycznego).
Obecna technologia umożliwia wykonanie DRN, którego części składają się
z różnych materiałów (więcej w podrozdziale 1.4.7), przez co rozszczepienie Zeema-
na jest inne w kropkowej i pierścieniowej części. W zależności od sytuacji istnieje
zapotrzebowanie na układy o dodatnim, ujemnym lub bliskim zeru czynniku ży-
romagnetycznym.
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Rysunek 5.1: Czynniki żyromagnetyczne dla wybranych półprzewodników III-
V grupy [124]
Parametrami determinującymi wartość czynnika żyromagnetycznego gel są
szerokość przerwy energetycznej EG, energia rozszczepienia spin-orbita ∆ i ener-
gia równoważna elementowi międzypasmowej macierzy pędu (principal interband
momentum matrix ) EP , przy czym dokładną zależność czynnika żyromagnetycz-
nego od podanych parametrów można wyrazić za pomocą poniższego wzoru [124]:
gel = 2− 23
EP∆
EG(EG + ∆)
. (5.1)
Wynika z niego, że czynnik żyromagnetyczny jest liczbą co najwyżej równą
2, może być równy zeru i osiągać dowolne wartości ujemne. Dla GaP, AlAs i AlSb
czynnik jest bliski maksymalnemu możliwemu, GaAs posiada go bliski zeru, zaś
InAs i InSb posiadają ujemny czynnik o dużej wartości bezwzględnej (odpowiednio
około -12 i -51). Czynniki żyromagnetyczne dla różnych materiałów zostały zebrane
na rysunku 5.1.
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5.1 Wpływ czynnika żyromagnetycznego na po-
tencjał definiujący
Dla kropki i pierścienia wykonanych z materiałów o takim samym czynni-
ku żyromagnetycznym wystarczy dodać (lub odjąć w zależności od kierunku spi-
nu i pola) od energii własnej wartość 12gµBB. Funkcje falowe zostają bez zmian.
W przypadku gdy czynniki żyromagnetyczne materiałów z jakich wykonano krop-
kę i pierścień są różne, potencjał definiujący strukturę jest inny dla elektronu
o spinie ↑ i ↓, przez co energie i funkcje własne różnią się w zależności od spinu.
Można je otrzymać rozwiązując osobno dla każdego spinu równanie Schro¨dingera
uwzględniające wpływ pola magnetycznego lub stosując następujące przybliżenie,
którego tok myślowy zostanie poniżej przedstawiony w oparciu o stan podstawowy
00. Energia stanu 00 oraz schemat potencjału definiującego dla kolejnych etapów
znajduje się na rysunkach 5.2, 5.3 i 5.4. Oznaczmy przez gQD oraz gQR odpowiednio
czynniki żyromagnetyczne kropki oraz pierścienia.
1. Rozwiązujemy równanie Shródingera bez obecności pola magnetycznego.
Rysunek 5.2: Przekrój poprzeczny modelowego potencjału definiującego i ener-
gia stanu podstawowego bez pola magnetycznego.
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2. Do energii dodajemy (odejmujemy) czynnik wynikający z rozszczepienia Ze-
emana 12gQRµBB. Funkcje falowe oraz kształt potencjału definiującego nie
zależą od spinu.
Rysunek 5.3: Przekrój poprzeczny potencjału definiującego i energia stanu
podstawowego. Zielona (czerwona) linia odpowiada stanowi 00 ↑ (00 ↓), czarna
linia to energia stanu 00 bez uwzględnienia pola magnetycznego.
3. Przesuwamy wykres na osi VQD o czynnik 12(gQD − gQR)µBB, dobieramy
odpowiadającą nowej wartości VQD funkcję falową. Wykresy oddalają się od
siebie jeśli gQD > gQR, w przeciwnym przypadku zbliżają, aż do przecięcia
gdy znaki czynników żyromagnetycznych są przeciwnie.
Uproszczony wzór opisujący powyższy schemat przyjmuje postać:
Eσn(B 6= 0, VQD) = En
[
B = 0, VQD + σ
1
2
(|gQD| − |gQR|)µBB
]
+ σ
1
2
|gQR|µBB.
(5.2)
Przybliżenie to można stosować gdy 12(gQD − gQR)µBB  V0. Pozwala to osza-
cować zachowanie układu w polu magnetycznym zakładając, że energie i funkcje
falowe DRN bez pola magnetycznego oraz czynniki żyromagnetyczne są znane,
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Rysunek 5.4: Przekrój poprzeczny potencjału definiującego i energia stanu
podstawowego. Zielona (czerwona) ciągła linia to energia stanu 00 ↑ (00 ↓),
czarna linia to energia stanu 00 bez uwzględnienia pola magnetycznego.
ograniczając przy tym ilość potrzebnych obliczeń. Wyniki zamieszczone w rozpra-
wie zostały uzyskane w oparciu o dokładne obliczenia: dla każdego spinu osobno
zdefiniowano potencjał i rozwiązano równanie Schro¨dingera.
5.2 Transport ładunku
Uwzględnienie pola magnetycznego wywołuje rozszczepienie stanów. Różnica
energetyczna pomiędzy stanami o tych samych liczbach kwantowych n i l zależy od
przyłożonego pola i materiału z jakiego wykonano strukturę. Wprowadzenie tego
czynnika umożliwia zastosowanie DRN jako spinowo spolaryzowanego tranzystora
oraz wykorzystanie długich czasów relaksacji spinu w spintronice czy przy realizacji
qubitów.
Wprowadzenie spinu umożliwia większą kontrolę nad układem. Dotychczas
pierwszy stan wzbudzony był zawsze lepiej sprzężony od stanu podstawowego, co
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więcej mimo różnicy w wysokości barier tunelowania stosunek ΓG do ΓE pozo-
stawał stały dla wybranego VQD. Dzięki dobraniu odpowiednich materiałów mo-
żemy mieć sytuację odwrotną (stan podstawowy lepiej sprzężony od pierwszego
stanu wzbudzonego lub poprzez zastosowanie spinowo spolaryzowanych elektrod
niezachowany stosunek częstotliwości tunelowania). Równanie opisujące zmianę
obsadzenia stanu dla ustalonej różnicy potencjałów (µS −µD = eVSD) w ustalonej
temperaturze wyraża się wzorem:
(
f iSΓ
i
S + f
i
DΓ
i
D
)1−∑
j
ρj
− [(1− f iS)ΓiS + (1− f iD)ΓiD] ρi +Wi = 0, (5.3)
gdzie Wi zawiera człony związane z relaksacją orbitalną :
Wi =
n0−1∑
j=i+1
wj→iρjδσiσj −
j−1∑
j=0
wi→jρiδσiσj . (5.4)
Relaksacja spinowa jest znacznie wolniejsza od relaksacji spinowej i została pomi-
nięta w obliczeniach. f iD/f
i
S są funkcjami rozkładu Fermiego Diraca dla elektrod, Γ
częstotliwościami tunelowania. Stany numerowane są liczbami kwantowymi i kie-
runkiem spinu (i = nlσ, (σ =↑↓)).
W zależności od wzajemnego stosunku czynników żyromagnetycznych rozwa-
żono następujące przypadki.
5.2.1 Kropka i pierścień wykonane z jednego materiału
Dla odpowiednio silnego pola magnetycznego i materiału o dużym czynniku
żyromagnetycznym możliwe jest zastosowanie DRN jako spinowo spolaryzowane-
go tranzystora. Dla pola 5 T struktura wykonana z InAs posiada rozszczepienie
Zemana na tyle wysokie, że możliwe jest wybranie zakresu, gdzie energia stano
podstawowego (00 ↓) znajduje się pomiędzy źródłem i drenem, a pierwszego stanu
wzbudzonego (00 ↑ lub 01 ↓) poza nim w całym zakresie przełączania (zacienione
pole na panelu rys. 5.5).
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Rysunek 5.5: Charakterystyka prądowo-napięciowa DRN w polu magnetycz-
nym. Na panelach funkcje falowe stanu 00 ↓ oraz fragment spektrum energe-
tycznego (lewy górny róg).
Działanie tranzystora zostało wyjaśnione w rozdziale 4. Jedyną różnicą jest
spinowa polaryzacja płynącego prądu. Tak wykonany DRN może pełnić również
rolę filtra spinowego, gdyż spin o kierunku przeciwnym niż wskazany nie może
tunelować przez układ. W celu zwiększenia stosunku prądów w stanach on i off
należy zwiększyć pole magnetyczne bądź zastosować InSb jako materiał DRN.
Pozwoli to na manipulacje VQD w większym zakresie i tym samym zwiększenie
stosunku prądów w stanach on i off.
5.2.2 Kropka i pierścień wykonane z różnych materiałów
Utworzenie DRN z materiałów o czynnikach żyromagnetycznych o przeciw-
nych znakach (na przykład kropka wykonana z AlSb, a pierścień GaSb) powoduje,
że stany 00 ↓ i 00 ↑ przecinają się przy określonej wartości VQD. Prowadzi to
do sytuacji, w której stan podstawowy znajduje się w pierścieniu, a pierwszy stan
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wzbudzony w kropce. Dotychczas stan podstawowy ”przelewał się” do kropki przy
wyższym VQD niż pierwszy stan wzbudzony. Konsekwencją tego jest występowanie
zjawiska ujemnego przewodnictwa różniczkowego (negative differential conductan-
ce - NDC) [125], które w odróżnieniu od dodatniego przewodnictwa różniczkowego
(possitive differential conductance - PDC) nie występuje w DRN w zerowym polu
magnetycznym, bądź wykonanym z materiałów o zbliżonych czynnikach żyroma-
gnetycznych tego samego znaku.
Zjawisko NDC znajduje zastosowanie między innymi w oscylatorach wysokiej
częstotliwości, konwerterach sygnałów analogowych do cyfrowych, multiplekserach
oraz jako potencjalne realizacje bramek logicznych; oscylatorów Blocha i szybko
przełączalnych urządzeń elektronicznych [126–130]. Przykładowe realizacje takich
układów to supersieci GaAs/AlAs [131], trójterminalowe urządzenia [132], nano-
układy oparte o grafen [133–135].
W celu określenia czy układ charakteryzuje sie dodatnim czy ujemnym prze-
wodnictwem różniczkowym należy przeanalizować jak zmienia się amplituda pły-
nącego prądu w zależności od napięcia source-drain, a dokładniej zależnej od niego
ilości dostępnych stanów w bias window. Prąd płynący odpowiednio przez jeden
(L - low bias) i dwa (H -high bias) można wyrazić następującymi wzorami:
IL = e
ΓGDΓ
G
S
ΓGD + Γ
G
S
, (5.5)
IH = −e Γ
G
DΓ
E
S Γ
E
D + Γ
G
S Γ
E
DΓ
G
D
(ΓED + Γ
E
S )Γ
G
D + Γ
E
DΓ
G
S
, (5.6)
gdzie G, E oznaczają stan o liczbach kwantowych 00 różniących się tylko kierun-
kiem spinu. Wprowadzając oznaczenia:
ΓGD
ΓGS
≡ κ, Γ
E
D
ΓGD
=
ΓES
ΓGS
≡ ι, (5.7)
względna zmiana natężenie prądu przy dodaniu drugiego stanu wygląda następu-
jąco:
η ≡ IH
IL
= (ι+ 1)
κ+ 1
κ+ 2
, (5.8)
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gdzie κ jest parametrem zewnętrznym opisującym stosunek barier tunelowania
z układu do źródła i drenu i jest stałe dla każdego VQD. ι opisuje stosunek często-
tliwości tunelowania stanu wzbudzonego do podstawowego i zależy od VQD i jest
niezależny od κ ani od przepływu prądu, chyba, że elektrody są spolaryzowane
spinowo.
Z uwagi na parametr κ rozróżniamy trzy sytuacje:
1. κ 1: w sytuacji gdy dren jest dużo silniej sprzężony z układem niż źródło,
dla każdego ι współczynnik η jest większy od 1, co oznacza, że w całym
zakresie VQD występuje dodatnie przewodnictwo różniczkowe.
2. κ = 1 dla symetrycznych barier wzór (5.8) można uprościć do postaci η =
2
3(ι+ 1). W tej sytuacji stan podstawowy i wzbudzony są równo obsadzone.
Dodanie kolejnego stanu może zarówno zwiększyć, jak i zmniejszyć natężenie
płynącego prądu, co ma miejsce gdy ΓE/ΓG < 12 . W skrajnym przypadku
(ι ≈ 0) następuje spadek amplitudy prądu o 13 . Występuje zarówno dodatnie,
jak i ujemne przewodnictwo różniczkowe.
3. κ 1 stosunek prądów można przybliżyć przez η = 12(ι+ 1). Słabsze sprzę-
żenie z drenem dodatkowo utrudnia tunelowanie słabiej sprzężonych elek-
tronów, przez co spadek amplitudy płynacego prądu występuje, gdy stan
wzbudzony jest nawet nieznacznie słabiej sprzężony od podstawowego. Dla
ι 1 następuje spadek amplitudy prądu nawet o połowę. Występuje zarów-
no dodatnie, jak i ujemne przewodnictwo różniczkowe.
W tabeli poniżej zestawiono względną zmianę natężenia prądu w zależności od
parametrów κ oraz ι. Najsilniejszy spadek amplitudy prądu występuje dla κ 1.
κ  1 1  1
ι  1  1  1  1
η ≈ 1
2
(NDC)  1 (PDC) ≈ 2
3
(NDC)  1 (PDC) > 1 (PDC)
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Przy zastosowaniu materiałów o czynnikach żyromagnetycznych o różnych
znakach następuje przecięcie stanów 00 ↓ i 00 ↑ na spektrum energetycznym (rys.
5.6). Oznacza to, że w wybranym zakresie VQD stan podstawowy ma silniejsze
sprzężenie Γ od stanu wzbudzonego, czyli ι < 1.
W celu wyjaśnienia mechanizmu odpowiedzialnego za PDC i NDC w DRN
przeprowadzono obliczenia na układzie o czynnikach żyromagnetycznych gQR = 2
oraz gQR = −2 w polu 5T. Promień struktury wynosi 50 nm, bariera ma wysokość
45 meV i jej środek jest oddalony o 25 nm od środka układu. Potencjał drenu jest
ustalony na poziomie poniżej niższego energetycznie stanu. Zwiększając potencjał
źródła zwiększamy jednocześnie różnicę potencjałów.
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Rysunek 5.6: Spektrum energetyczne dla DRN wykonanego z różnych mate-
riałów w polu magnetycznym
Na rysunku 5.6, przedstawiającym spektrum takiego układu, zaznaczono dwa
obszary:
1. lewy prostokąt (A): obszar gdzie stan podstawowy jest słabiej sprzężony niż
stan wzbudzony. Jest to sytuacja z jaką mieliśmy do czynienia w DRN bez
pola magnetycznego. Schematyczne przedstawienie stanów biorących udział
w transporcie dla niskiej i wysokiej różnicy potencjałów znajduje się na ry-
sunku 5.7. Stan podstawowy jest bardzo słabo sprzężony ze źródłem, przez
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co amplituda prądu jest mała. Zwiększenie napięcia powoduje pojawienie się
dodatkowego, dobrze przewodzącego stanu i tym samym gwałtowny wzrost
natężenia widoczny na rysunku 5.8.
SOURCE DRAIN
A)
SOURCE DRAIN
B)
Rysunek 5.7: Schemat stanów biorących udział w transporcie dla PDC. A)
jeden słabo sprzężony z elektrodami stan znajduje się w bias window. B) po
zwiększeniu potencjału chemicznego źródła, do bias window został dodany dru-
gi, dobrze sprzężony stan. Strzałki obrazują procesy tunelowania z i do elektrod.
Kolory poziomów energetycznych są spójne ze spektrum z rysunku 5.6 [136].
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Rysunek 5.8: Natężenie prądu i przewodnictwo różniczkowe (wstawka) dla
układu wykazującego PDC [136].
2. prawy prostokąt (B): obszar, w którym stan podstawowy jest lepiej sprzężo-
ny niż stan wzbudzony. Sytuacja ta ma miejsce tylko i wyłącznie wtedy, gdy
czynniki żyromagnetyczne kropki i pierścienia mają przeciwne znaki. Sche-
matyczne przedstawienie stanów biorących udział w transporcie dla niskiej
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i wysokiej różnicy potencjałów znajduje się na rysunku 5.9. Wraz z pojawie-
niem się stanu podstawowego w bias window następuje gwałtowny wzrost
amplitudy przepływającego prądu - wynika to z dobrego sprzężenia z elektro-
dami. Zwiększenie napięcia wprowadza słabo przewodzący stan, co sprawia,
że natężenie spada o blisko połowę, a przewodnictwo różniczkowe osiąga war-
tość ujemną w podanym zakresie (rysunek 5.10).
SOURCE DRAIN
A)
SOURCE DRAIN
B)
Rysunek 5.9: Schemat stanów biorących udział w transporcie dla NDC. A)
jeden dobrze sprzężony z elektrodami stan znajduje się w bias window. B) po
zwiększeniu potencjału chemicznego źródła do bias window został dodany dru-
gi, słabiej sprzężony stan. Strzałki obrazują procesy tunelowania z i do elektrod.
Kolory poziomów energetycznych są spójne ze spektrum z rysunku 5.6. [136]
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Rysunek 5.10: Natężenie prądu i przewodnictwo różniczkowe (wstawka) dla
układu wykazującego NDC [136].
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Dodatnie czynniki żyromagnetyczne występują w AlAS, AlSb oraz GaP. NDC
można uzyskać stosując czynniki tego samego znaku, przy czym wartość bez-
względna współczynnika żyromagnetycznego kropki musi być mniejsza niż w pier-
ścienia. Przykładowo kropkę można wykonać z InGaAs (gQD = −4) a pierścień
z InAs (gQD = −12) i umieścić w polu magnetycznym, obliczenia przeprowadzono
dla pola 5 T, a wyniki umieszczono na rysunku 5.11.
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Rysunek 5.11: Spektrum układu wykonanego z InGaAs/InAs
Stanem podstawowym w całym zakresie VQD jest stan 00 ↓, stan 00 ↑ jest
nieznacznie słabiej sprzężony, ale wystarczająco dobrze, by wystąpił spadek am-
plitudy prądu widoczny na rysunku 5.12.
Innym sposobem umożliwiającym otrzymanie NDC jest zastosowanie spino-
wo spolaryzowanej elektrody [137], najlepiej drenu. Sprawia to, że stosunek ΓD/ΓS
dla źródła jest inny niż dla drenu. Częstość tunelowania z/do spolaryzowanej elek-
trody dla jednego ze spinów jest zmniejszona o pewien czynnik (zależny od stopnia
polaryzacji) w stosunku do niespolaryzowanej elektrody umieszczonej w takiej sa-
mej odległości. W związku z tym nie można zastosować uproszczenia użytego we
wzorze (5.8) czyli (ΓED/Γ
G
D 6= ΓES /ΓGS ). W ten sposób zwiększa się spadek prądu
w stopniu widocznym na rysunku 5.13.
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Rysunek 5.12: Natężenie prądu w funkcji VSD i przewodnictwo różniczkowe.
Wstawka pokazuje przewodnicwo różniczkowe w funkcji VSD.
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Rysunek 5.13: Natężenie prądu jako funkcja VSD dla spinowo spolaryzowanej
(niebieska przerywana) i niespolaryzowanej (czerwona ciągła) elektrody. [136]
Najsilniejsze zjawisko NDC można otrzymać łącząc powyższe metody: sto-
sując materiały o skrajnie różnych czynnikach żyromagnetycznych, np. kropkę
z AlSb (g ' 2), a pierścień z InSb (g = −51.3) w silnym polu magnetycznym i ze
spolaryzowaną elektrodą.
Podsumowanie
Postęp technologiczny umożliwił otrzymanie układów tak skomplikowanych
jak DRN. Jego nietypowa budowa pozwala na wykorzystanie nieosiągalnej dotąd
inżynierii funkcji falowych, która otwiera wiele możliwości. Wysoka sterowalność
struktury pozwala na manipulację wieloma cechami układu w tym m.in. szyb-
kością relaksacji, amplitudą przepływającego prądu czy absorpcją fotonów tylko
i wyłącznie przy manipulacji napięciem na jednej bramce.
Wprowadzona pomiędzy kropką a pierścieniem bariera pozwoliła na odse-
parowanie funkcji falowych stanu podstawowego i wzbudzonego co jednocześnie
spowodowało wzrost czasu relaksacji o kilka rzędów czyniąc tym samym DRN
potencjalną realizacją qubitu.
Manipulacja funkcjami falowymi pozwala również kontrolować amplitudę prą-
du przepływającego przez układ, co znajduje zastosowanie w elektronice i spintro-
nice. W zależności od napięcia na bramce układ może być zarówno izolatorem jak
i przewodnikiem. DRN w odróżnieniu od kropki i pierścienia może pełnić również
rolę prostownika oraz wykazywać ujemne przewodnictwo różniczkowe.
Nanoukłady stanowią ważny aspekt współczesnego przemysłu i nauki. Możli-
wość kontroli funkcji falowej elektronu jaką oferuje DRN może odegrać ważna rolę
w opracowywaniu nowych teorii oraz technologii.
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Dodatek A
Metody obliczeniowe
Metoda Numerova
Metoda Numerova [65, 66] jest iteracyjną metodą numeryczną pozwalającą
na rozwiązywanie równań różniczkowych nie zawierających pochodnej pierwsze-
go rzędu. Przy tym samym kroku obliczeniowym charakteryzuje się większą do-
kładnością od metody Runge-Kutty [138], wymaga mniej obliczeń, przez co jest
szybsza, jednak ma ograniczone zastosowanie: w równaniu nie może wystąpić po-
chodna pierwszego stopnia, a jedynie równania o następującej postaci mogą być
rozwiązane przy jej wykorzystaniu:
d2f(x)
dx2
= −u(x)f(x) + g(x). (A.1)
gdzie funkcje u(x) i f(x) są dowolnymi funkcjami. Metoda Numerova zostanie
omówiona przy założeniu, że funkcja g(x) = 0.
Z uwagi na specyfikę wykonywania obliczeń numerycznych konieczne jest za-
stąpienie pochodnej funkcji ilorazem różnicowym, czyli różnicą wartości funkcji
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[f(x+ δx)− f(x− δx)] podzieloną przez różnicę argumentu funkcji (2δx). Rozwi-
jając powyższy zapis funkcji w szereg Taylora otrzymujemy:
f(x+ δx) = f(x) +
df
dx
+
δx2
2
d2f
dx2
+
δx3
6
d3f
dx3
+
δx4
24
d4f
dx4
+ · · · , (A.2)
f(x− δx) = f(x)− df
dx
+
δx2
2
d2f
dx2
− δx
3
6
d3f
dx3
+
δx4
24
d4f
dx4
+ · · · . (A.3)
Po dodaniu równań (A.2) i (A.3) stronami i wykonaniu prostych operacji mate-
matycznych otrzymujemy:
d2f(x)
dx2
=
f(x+ δx)− 2f(x) + f(x− δx)
δx2
+O(δx6), (A.4)
gdzie δx jest krokiem obliczeniowym (różnicą argumentu funkcji). Dokonując pro-
stych przekształceń otrzymujemy:
f(x+ δx) = 2f(x)− f(x− δx) + δx2d
2f(x)
dx2
+
δx4
12
d4f(x)
dx4
. (A.5)
Równanie różniczkowe (A.1) nie zawiera pochodnej pierwszego rzędu. W związku
z tym można oznaczyć prawą stronę równania (A.1): F (x) = −u(x)f(x) + g(x) i
wstawić w miejsce pochodnej drugiego rzędu funkcji f(x):
f(x+ δx) = 2f(x)− f(x− δx) + δx2F (x) + δx
4
12
d2F
dx2
. (A.6)
Drugą pochodną F w powyższym równaniu należy zastąpić ilorazem różnico-
wym, a następnie pogrupować wyrazy podobne. Po wykonaniu powyższych kroków
otrzymujemy wzór iteracyjny na funkcję f(x):
f(x+ δx) =
[
2− 5δx
2
6
u(x)
]
f(x)−
[
1 +
δx2
12
u(x− δx)
]
f(x− 1)
1 +
δx2
12
u(x+ δx)
. (A.7)
Dla znanej wartości początkowej funkcji f(x) oraz wzoru funkcji u(x), mo-
żemy wyznaczyć numeryczną postać funkcji f(x) stosując obliczenia iteracyjne
z krokiem δx.
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Szczególnym przypadkiem równania różniczkowego stopnia jest radialna część rów-
nania Schro¨dingera, której zamieszczony poniżej wariant został wyprowadzony
i omówiony w rozdziale 2:
d2f(r)
dr2
+
{
2µ
~
[E − V (r)]− l
2
r2
+
1
4r2
}
f(r) = 0. (A.8)
Powyższe równanie posiada formę możliwą do rozwiązania przy użyciu omawianej
metody. Stosując analogię do równaniaA.1) niebieskim kolorem oznaczono odpo-
wiednik funkcji u(x), zaś funkcja g(x) jest funkcją zerową.
Przy znanym potencjale definiującym V (r) oraz liczbach kwantowych n i l
do rozwiązania równania wystarczy narzucić wartości funkcji falowej na początku
układu, czyli f(0) oraz f(δr). Potrzebna będzie również energia, którą otrzymuje-
my dzięki metodom bisekcji lub strzałów [67], zakładając, że funkcja falowa znika
poza układem.
Algorytm Lanczosa
Algorytm Lanczosa [68] jest przybliżoną metodą znajdowania wartości i wek-
torów własnych macierzy poprzez przejście do bazy, w której macierz ma postać
trójdiagonalną np. (A.9), tzn. taką, w której wartości niezerowe występują tylko
na głównej przekątnej oraz przekątnych znajdujących się bezpośrednio pod i nad
nią, przy czym elementy leżące na subdiagonalnej i superdiagonalnej są sobie rów-
ne. Przykładowa macierz trójdiagonalna otrzymana dzięki tej metodzie znajduje
się poniżej.
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TN =

α1 β1
β1 α2 β2
. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
βn−2 αn−1 βn−1
βn−1 αn

(A.9)
Na wejściu algorytmu należy podać macierz Hermitowską H o wymiarach
n×n, losowe wektory o normie 1 (v1 oraz β i v0=0) oraz liczbę iteracji m, zazwyczaj
znacznie mniejszą od n2. Ogólny schemat iteracji po i w zakresie 1 do m − 1
przedstawia się w poniższy sposób:
wj ← Hvj
αj ← wj × vj
wj ← wj − αjvj − βjvj−1
βj+1 ← ||wj||
vj+1 ← wj/βj+1
gdzie wj jest wektorem roboczym. Po zakończeniu wszystkich iteracji:
wm ← Hvm
αm ← wm × vm
Otrzymana w ten sposób macierz trójdiagonalna może zostać zdiagonalizowana
przy pomocy procedur znajdujących się w bibliotekach, np. w bibliotece LAPACK.
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Zapis dwuwymiarowego równania Shro¨dingera w formie macierzowej omówio-
ny został w rozdziale 2. Hamiltonian jest macierzą rzadką (sparse matrix ), co po-
zwala zastąpić mnożenie macierzy (dla każdego rzędu macierzy, tylko 5 elementów
jest niezerowych) sumą iloczynów odpowiednich elementów wektora i macierzy,
tym samym skracając czas obliczeń.
Dodatek B
Absorpcja fotonów
Inżynieria funkcji falowych pozwala na manipulację transparentnością ukła-
du od niemal przeźroczystego do wysoce absorpcyjnego [46]. W odróżnieniu od
kropek kwantowych, zarówno absorpcja jak i częstotliwość pochłanianej fali są
silnie zależne od napięcia na bramce. Uwzględniając selektywną absorpcję DRN
można zastosować jako detektor promieniowania (dla DRN o promieniu 80 nm
wykonanego z arsenku indu) z zakresu dalekiej podczerwieni i mikrofal.
W przybliżeniu dipolowym przekrój czynny na absorpcje fotonu o częstotli-
wości odpowiadającej odległości poziomów ~ω ≈ ∆nl = Enl − E00 można wyrazić
wzorem [139–141]:
σn,l =
16pi2β~ωΞ2nl
n2
δ(Enl − E00 − ~ω)FFD(EnlE00), (B.1)
gdzie β jest stalą struktury nadsubtelnej i wynosi 1/137, n2 jest czynnikiem refrak-
cji, FFD funkcją rozkładu Fermiego - Diraca. Po zaniedbaniu wpływu temperatury
i zastąpieniu delty Diraca funkcją Lorentza, wzór na maksymalny przekrój czynny
zostaje uproszczony do:
σi,f =
16pi2β~ωΞ2nl
n2
∆n1. (B.2)
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Czynnikiem determinującym przekrój czynny jest nakładanie się funkcji falo-
wych (Ξn1). Czynnik ten zależy od VQD. Gdy obydwa stany znajdują się w krop-
ce (pierścieniu) układ absorbuje fotony z dużym prawdopodobieństwem (rysu-
nek B.1). Przestrzenne odseparowanie stanów powoduje zmniejszenie przekroju
czynnego nawet czterdziestokrotnie.
Rysunek B.1: Przekrój czynny jako funkcja VQD dla różnych wartości V0 [46]
Im wyższa bariera pomiędzy kropką kwantową a pierścieniem, tym bardziej
odseparowane są od siebie stany i tym większy jest stosunek przekroju czynnego
pomiędzy stanem przeźroczystym a nietransparentnym (rysunek B.1).
Dodatek C
Korelacje elektronowe
Funkcje falowe DRN są ściśle zależne od parametrów definiujących układ.
Nawet drobne zmiany w potencjale definiującym mogą doprowadzić do drastycz-
nych zmian w rozkładzie funkcji falowych, np. do przesunięcia maksimum funkcji
z pierścienia do kropki, bądź separacji stanów [46]. W związku z tym model sta-
łego oddziaływania (opisany w rozdziale 2) nie jest dobrym przybliżeniem [142],
ponieważ zakłada on, że kolejne stany nieznacznie różnią się odpowiadającymi im
funkcjami falowymi [17]. W związku z tym konieczne było zastosowanie innego
podejścia.
Pierwszym krokiem do wyliczenia energii stanów dwu i trójelektronowych (ry-
sunek C.1), a także profili gęstości, jest stworzenie bazy składającej się ze stanów
jednoelektronowych. Zostają one następnie użyte do zdefiniowania operatorów po-
la:
Ψσ(r) =
M∑
i=1;σ=±1
ψiσ(r)cˆiσ, (C.1)
gdzie cˆiσ jest operatorem anihilacji cząstki w jednoelektronowym stanie |ψiσ(r)〉
oraz zdefiniowania Hamiltonianu:
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H ≡∑
σ
∫
d3rΨˆ†σ(~r)H1Ψˆσ(~r) +
1
2
∑
σσ′
∫∫
d3rd3r′Ψˆ†σ(~r)Ψˆ
†
σ′(~r
′)V (~r − ~r′)Ψˆσ′(~r′)Ψˆσ(~r)
(C.2)
=
∑
ij
∑
σ
tij cˆ
†
i2cˆj2 +
1
2
∑
ijkl
∑
σ,σ′
Vijklcˆ
†
i2cˆ
†
j3cˆl3cˆk2,
gdzie H1 jest Hamiltonianem dla jednego elektronu, a tij i Vijkl są mikroskopowy-
mi parametrami w bazie ψiσ ≡ ψiχσ, które są wyliczane numerycznie. Z uwagi na
ortogonalność stanów (〈ψi|ψj〉 = δij) pierwszy człon równania zawiera tylko ele-
menty diagonalne tij = iδij. Drugi człon odpowiada za oddziaływania pomiędzy
elektronami i dla DRN otrzymanego przez epitaksjalny wzrost, bądź z nanodrutu
można go wyrazić następujący sposób:
Vijkl ≡ 〈ψi(r)ψj(r′)| e
2
4pi0|r − r′| |ψk(r)ψl(r
′)〉. (C.3)
gdzie ekranowanie zostało uwzględnione przez stałą dielektryczną . Dla DRN
otrzymanego przez zastosowanie układu elektrod należy uwzględnić wpływ ich na
oddziaływanie międzyelektronowe.
Rysunek C.1: Spektrum energii wieloelektronowych stanów [142].
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Kolejnym etapem jest diagonalizacja Hamiltonianu w przestrzeni Focka. Od-
działywanie kulombowskie ma charakter odpychający, mimo to dla odpowiednio
niskich bądź wysokich wartości VQD dla elektronów energetycznie korzystniejsze
jest zajęcie tej samej części struktury czyli kropki (pierścienia) [podpunkt b) lewego
górnego (dolnego) panelu rysunku C.2]. Dla VQD zbliżonych do zera, jeden z elek-
tronów znajduje się w pierścieniu, drugi w kropce. W przypadku trzech elektronów
bez względu na to jak niski potencjał ma kropka kwantowa, przynajmniej jeden
elektron znajduje się w pierścieniu (podpunkty b) prawych paneli rysunku C.2),
przy odpowiednio wysokim potencjale wszystkie elektrony znajdują się w pierście-
niu. Wynika to z geometrii, rozmiar kropki kwantowej jest mały w porównaniu
do pierścienia, stąd odpychanie pomiędzy elektronami w kropce jest silniejsze, co
przekłada się na zwiększony koszt energetyczny.
Rysunek C.2: Profile gęstości elektronowych dla różnych wartości VQD dla
2 (lewa) i 3 (prawa) elektronów [142].
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Zwiększenie liczby elektronów zmienia zachowanie układu DRN. Inżynieria
funkcji falowych z rozdziału 2 może być zastosowana wobec układów dwuelektrono-
wych, a także posłużyć wyliczenia transportu przez układy wieloelektronowe [109].
W przypadku dodania trzeciego i kolejnych elektronów różnice w funkcjach falo-
wych stają się coraz mniejsze z uwagi na wyraźne ”przelanie się” funkcji falowej
do pierścienia [142].
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